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Wenn zur Bestimmung einer Anzahl von Functionen meh- 
rerer Variablen partielle Differentialgleichungen, d. h. Be- 
ziehungen zwischen den zu bestimmenden Functionen, ihren 
Differentialquotienten und den unabhängigen Variablen gege- 
ben sind und verlangt wird, dass jene Functionen sich in der 
Umgebung gewisser Anfangswerthe der unabhängigen Variablen 
als reguläre Potenzreihen darstellen lassen, so bedeuten die 
Differentialgleichungen, dass zwischen den Coefficienten der 
hypothetisch angenommenen Potenzreihen Beziehungen be- 
stehen. Denn diese Coefficienten sind gerade die Differential- 
quotienten unserer Functionen für die Anfangswerthe der un- 
abhängigen Variablen. 

Daher erfordert die von Cauchy begründete, von Sophie 
von Kowalevsky und von Darboux entwickelte classische 
Methode, um die Existenz von Integralen partieller Differen- 
tialgleichungen zu beweisen, zwei Untersuchungen: Den Gegen- 
stand der einen bildet die Construction von Reihen, durch 
welche die gegebenen Beziehungen zwischen den Differential- 
quotienten formal' befriedigt werden, während die andere da- 
rüber entscheiden muss, ob jene Reihen in gewissen Bereichen 
convergiren. Obwohl nun der Werth der ersten Untersuchung 
von dem Ergebnis der zweiten abhängt, so wird es sich doch 
rechtfertigen lassen, dass die vorliegende Arbeit ausschliesslich 
dem formalen Problem der Coefficientenbestimmung gewidmet 
ist, an welches ohne Zweifel die interessanteren Fragen un- 
serer Theorie sich anknüpfen. 

An dieser Stelle sollen die Gesichtspunkte bezeichnet wer- 
den, unter welchen die folgenden Betrachtungen angestellt 
worden sind. 



6 Einleitnng. 

Zunächst überzeugt man sich durch ein abzählendes Ver- 
fahren, dass die in der Theorie der partiellen Differentialglei- 
chungen sich darbietenden Probleme in zwei grosse Glassen 
zerfallen , je nachdem die Anzahl der Differentialgleichungen 
grosser ist als die Anzahl der zu bestimmenden Functionen 
oder nicht. Im ersten Fall sind nämlich von einer bestimm- 
ten Ordnung an die Differentialquotienten in geringerer An- 
zahl vorhanden als die Beziehungen, welche zu ihrer Bestim- 
mung gegeben sind. Eine solche wird also immer nur unter 
gewissen Bedingungen möglich sein. Bei den Problemen der 
zweiten Art, welche m Differentialgleichungen zur Bestimmung 
von m Functionen vorschreiben, ist zwar die Anzahl der Diffe- 
rentialquotienten einer beliebigen Ordnung grösser als die An- 
zahl der zwischen ihnen bestehenden Gleichungen; trotzdem 
können auch diese unter umständen sich widersprechen, so- 
bald m > 1 ist, so dass auch hier Integrabilitätsbedingungen 
aufzustellen sind. Um derartige Fälle behandeln zu können, 
müssen wir 

1) für Systeme partieller Differentialgleichungen eine Nor- 
malform kennen, in welcher dieselben die Integrabilitätsbedin- 
gungen erfüllen; 

2) im Stande sein, zu zeigen, dass ein beliebig vorgelegtes 
System — wenn es überhaupt Integrale besitzt — durch ein 
ihm äquivalentes System in der Normalform ersetzt werden 
kann, also ein Verfahren besitzen, nach welchem diese Opera- 
tion ausgeführt oder ihre Unmöglichkeit dargethan werden kann. 

Ein solches Verfahren ist für Systeme linearer homogener 
Differentialgleichungen mit einer abhängigen Variablen längst 
bekannt. Neuerdings haben die fundamentalen Arbeiten des 
Herrn Riquier^) eine Methode kennen gelehrt, welche — wie 
mir scheint — für beliebige Differentialsysteme*) unter allen 
Umständen zum Ziele führt. Da aber ein derartiges Verfahren 
naturgemäss umfangreiche Rechnungen erfordert, ist es wün- 
schenswerth, neben ihm noch Kriterien zu besitzen, welche 

1) Annales de T^cole normale sup^rieure. 3® s^rie, tome X, 1893. 

2) Wir gebrauchen den Ausdruck ,,Differentialsystem^^ nach dem 
Vorschlage des Herrn Staeckel; vgl. dessen Anmerkung im 119. Bande 
des Journals für Mathematik, S. 339. 
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wenigstens in gewissen Fällen die Existenz von Integralen 
verbürgen. Frau von Kowalevsky hat in ihrer berühmten 
Arbeit^) für Systeme von m Differentialgleichungen mit m ab> 
hängigen Variablen solche hinreichende Bedingungen aufge- 
stellt. Dieselben durch einfachere zu ersetzen ist das wesent-; 
lichste Ziel der folgenden Untersuchungen. Differentialsysteme, 
für deren Integrale wir die formalen Entwicklungen unmittel- 
bar herleiten werden, müssten, um den von Frau von Kowa- 
levsky geforderten Bedingungen zu genügen, im Allgemeinen 
erst durch eine lineare Transformation der unabhängigen Va- 
riablen auf die „normale Form" gebracht werden. So kann 
z. B. eine einzige Differentialgleichung mit einer abhängigen 
Variabein stets durch eine reguläre Potenzreihe integrirt wer- 
den, wenn man von der Umgebung gewisser singulärer Stellen 
absieht. Dementsprechend ist die Construction der Reihe, wie 
sie in dieser Arbeit gegeben wird, an keine Bedingung ge- 
knüpft, während Frau von Kowalevsky Voraussetzungen über 
das Vorkommen gewisser Differentialquotienten macht, welche 
nur dann keine Beschrankung des Problems bedeuten, wenn 
die unabhängigen Variablen einer linearen Transformation unter- 
worfen werden dürfen. In Folge dessen können die willkür- 
lichen Functionen, welche in den Integralen enthalten sind, 
nur als Functionen von Ausdrücken gegeben werden, welche 
sich linear aus den unabhängigen Variablen zusammensetzen, 
während unsere Methode der Coefficientenbestimmung erlaubt, 
jene willkürlichen Stücke als Functionen der unabhängigen 
Variablen selbst in sehr übersichtlicher Weise zusammenzu- 
fassen. 

SchUessHch sei noch ein Punkt hervorgehoben: Um die 
analytische Beschaffenheit der Integrale in der Umgebung ge- 
gebener Anfangswerthe der unabhängigen Variablen zu unter- 
suchen, braucht man die analytische Beschaffenheit der Diffe- 
rentialgleichungen lediglich in der Umgebung derselben An- 
fangswerthe zu kennen. So hat es für die Construction der 
Reihen eine ähnliche Bedeutung, ob ein Differentialquotient in 
dem zu integrirenden Differentialsystem überhaupt nicht vor- 



1) Journal für Mathematik, Bd. 80. 



* v/Jbd:iar ii^ ,^v5*r»iiraakii-. icniiinnra. ea«- t»tii»^c--.z«a. •.rrtxja^r 



Jrotr.rr.t, -y^r f»"/ *r fSr <& i>etn«:i:t€t»=a A :: rar g?wen^i« aas 

tcjJ^rf^h >r.g»ai m efiuüiß P'mtt die Form tsb»aL, we>hir nach 
4^ f)^.r,AloTi TOJi Yma toq Kowaleräkr die norEEale iietäst« 
in ^r«i^!fn af^dera ii:>Lt. Diese Yeribiltniase. wdche t« ni»sc'r 
B^hÄftfilift^xweiae l>e«r>nder5 dfexitlieli herröitreten, lehen za 
^r,^9n \J,«'\i$X interemaa:.ien Problem über, dessen Lösang far 
gewj^»^ lioeare Differential^eichangen ron Hsm Poincare 
^^^bf^ worden ist, nämlich za der Frage, wann Sjsteme Ton 
ffuriieüen Differential^eichangen in der Umgebncg gewisser 
«ringTilärer Vnnkte reguläre Integrale besitzen. 



L Al^iUiig der DfffereiitialqMotieftteft einer belieUgen 
itrinni; iid der zwisehe« Unen bestekende« Gleiehogen. 

Zar J3e8timmiu]g einer Variablen r als Function Ton n 
unabhängigen Variablen x^^ x^^ — jXn seien m Differential- 
gleichungen 

g^'gebon^ über deren analytische Beschaffenheit wir an dieser 
HtfJIo keine Angaben zu machen brauchen, da es sich zunächst 
nur um eine Abzahlung handelt. Die Differentialgleichungen 
«eion sämtlich von der Ordnung Vy d. h. jede der Gleichungen 
(\) enthalte mindestens eine der Ableitungen 

^^^ aojj» a4« . . . a<« K-^ -^ ^ n ) 

und keine Ableitung höherer Ordnung. Wir dürfen annehmen, 
daHM die Gleichungen (1) in Beziehung auf die Grössen (2) 
von einander unabhängig sind. Denn wäre dies nicht der Fall, 
so Hesse sich das System (1), sofern es nicht zu einer unmög- 
lichen Relation führte, ersetzen durch ein in Beziehung auf 
die Grössen (2) unabhängiges System v-ter Ordnung 

0') /l' = o, f.'^o,..., /■^. = o 

und eino gewisse Anzahl von Dififerentialgleichungen 
fl") 9 = 0, V = 0,--- 
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deren Ordnung kleiner als v wäre, aus welchen aber durch 
Differentiation nur solche Beziehungen v-ter und höherer Ord- 
nung sich ergäben, wie sie auch aus dem System (1') un- 
mittelbar herzuleiten wären. Diese Differentialgleichungen (1") 
könnten alsdann bei der Untersuchung der Integrabilität des 
gesammten Systems unberücksichtigt bleiben. 

Aus der gemachten Voraussetzung ergibt sich sofort, dass 
die Anzahl m der Differentialgleichungen (1) kleiner angenom- 
men werden muss als die Anzahl der Differentialquotienten 
(2), d. h. 

^^ ^^ n(n + l)--^(n + v-l) 

Die Gleichungen des so charakterisirten Systems (1) diffe- 
renziren wir nun auf alle möglichen Arten nach den unab- 
hängigen Variablen und erhalten eine Reihe von Gleichungs- 
Systemen , 

indem wir unter den entstehenden Differentialgleichungen je- 
weils diejenigen, welche von gleicher Ordnung v -{- X sind, 
zu einem Systeme 2J^ zusammenfassen. Das System U^ be- 
steht aus 

, n(n 4- 1) • ■ • (n 4- X — 1) 
m 'bx = m- — — - — i—^— — { 

1 • J • • • A 

Differentialgleichungen. Die höchsten in diesen auftretenden 

partiellen Differentialquotienten von sind von der Ordnung 

v + A; ihre Anzahl ist 

n(n -}- 1) • • • (w -+- V + ^ — 1) 

^^ "~ i '2 ■'• {v + X)' ' 

wenn sämmtliche Grössen (2) in dem System (1) thatsächlich 

vorkommen, in allen andern Fällen aber kleiner als Cx. 

Wir untersuchen zunächst das Verhalten der Differenz 

Ax = m 'hx — Cx in den verschiedenen Systemen Z!^, 

^ n(n+l) ..-(n +X-l) r (n+X){n+X + l) '••{n+v+X-l) -\ 

^^ 1-2-X L (X-{.l)(X + 2)'-'(X + v) P 

(n + X)(n + X + l)'"(n + v + X — l) l n + v + X .\-| 

(w— l)n(n + l)---(n + X— 1) r (n+X) ( n + X+l)-- ■ {n +v+X—l)-\ 

~ l-2-3...(X+l) L^ {X + 2Kr+ 3)- •.(!; + ^ + 1) J " 



10 Abzahlung der Differentialquotienten einer beliebigen Ordnung 
Für A — OD ist (n + l)-'^in + v + X-^l) _ . , . 

druck in der eckigen Klammer also positiv, wenn m > 1 ist, 
dagegen gleich Null, wenn m = l; den zweiten Fall wollen 
wir zunächst von unserer Betrachtung ausschliessen und also 

festsetzen, dass m> 1 . Da nun die Grösse 1; ■ ^x 7" T T ■ T 

' (X + 2) • • • (v + A + 1) 

mit steigendem X fortwährend kleiner wird (höchstens constant 
bleibt für w = 2), so muss A;i_|.i — Ax von einem gewissen 
endlichen X an, welches wir A' nennen wollen, stets positiven 
Werth haben. Wenn 



m 



^ n{n + 1) • • • (n + V — 1) 



1 • 2 • • • V v+ 1 

ist, so wird A'= 0, d. h. die Differenz Ax^i — Aji ist für alle 

positiven ganzzahligen Werthe von l eine positive Grösse. Ist 

n(n + 1) • » » (w + y — 1) 1 
^ 1 . 2 ... V V + 1' 

SO hat die Differenz Ax^i — Ax anfangs negative Werthe; X' 
ist die kleinste positive Zahl, fiir welche 

(n + X) . . ■ (n + y + X — 1) 
(X + 2) . . . (v + X + 1) ^ 

wird. Die Grösse Ax selbst ist für A = in Foljge der gemach- 
ten Voraussetzung negativ oder Null. Ist sie Null, so fängt 
sie bei steigenden ganzzahligen Werthen von X sofort zu 
wachsen an, da in diesem Falle 

n (w + 1) • • • (w + V — 1) w (w + 1) . . . (n + «^ — 1) 1 

l .2 • • • V 1-2...V v-|-l 

Ist Aq negativ, so wird, jenachdem 

^^n(n-\-i) ' • ' (n-\-v —1) 1 
== 1 . 2' • . V V + 1 

1 ^ n(n -V- 1) ' ' ' (n 4- V — 1) 1 

oder m < -^^ — ~ / \ i / 



1 • 2 ... V V -\-l 

ist, der Ausdruck Ax entweder sofort anfangen zu wachsen 
(also kleinere negative Werthe anzunehmen) • oder aber zuerst 
noch grössere negative Werthe annehmen und erst von X' an 
fortwährend wachsen, jedenfalls aber von einem bestimmten 
A" > X' ab positive steigende Werthe annehmen, da A^ für 
w > 1 eine positive Grösse ist. 



und der zwisclien ihnen besiehenden Gleichungen. H 

Wir gehen dazu über, festzustellen, welche Bedeutung 
diese Resultate für unsere Untersuchung besitzen. Die Zahl 
Aji war definirt als die Differenz zwischen der Anzahl der 
Differentialgleichungen von (i/ + A)-ter Ordnung, welche sich 
aus dem vorgelegten System (1) herleiten lassen, und der An- 
zahl s'ämmtlicher partieller Ableitungen (i/ + A)-ter Ordnung 
von z. Diese Differenz wird nach den oben gegebenen Aus- 
führungen bei hinreichend grossem A stets positiv, sobald 
m>l. Wenn nicht sämmtliche Grossen (2) in dem vorgeleg- 
ten Differentialsystem auftreten, so wird im Allgemeinen die 
Anzahl c'x der in dem System H^ thatsächlich vorkommenden 
Differentialquotienten (i/-{-A)-ter Ordnung kleiner sein als Cx\ 
die Differenz Ai = wftji — ci, welche alsdann grösser als A;i 
sein muss, wird demnach im Allgemeinen schon früher als A, 
positive Werthe erreichen. Erwägen wir ferner, in welcher 
Weise die durchgeführten Untersuchungen zu modificiren wären 
wenn dieselben für m' abhängige Variablen angestellt würden, 
so können wir das gewonnene Resultat so erweitem: 

Wenn zur Bestimmung von m' Functionen ein 
System von m>m' partiellen Differentialgleichungen 
vorgelegt ist, so übertrifft die Anzahl der aus dem 
System abzuleitenden Differentialgleichungen einer 
bestimmten Ordnung, sofern dieselbe hinreichend 
gross gewählt wird, die Anzahl der in ihnen auftre- 
tenden Differentialquotienten höchster Ordnung. 

Solche Systeme werden also im Allgemeinen nur dann 
Integrale besitzen, wenn noch gewisse Bedingungen erfüllt 
sind, durch welche verbürgt wird, dass unter den erwähnten 
durch Differentiation erhaltenen Relationen einer beliebigen 
Ordnung höchstens so viele von einander unabhängig sind, als 
Differentialquotienten höchster Ordnung in ihnen vorkommen. 

Wenn aber m = rn und das Differentialsystem in Be- 
ziehung auf sämmtliche abhängige Variablen von der gleichen 
Ordnung v ist, so sehen wir, dass die Differenz A;^^.! — A;i 
für alle endlichen ganzzahligen und positiven Werthe von k 
negativ ist, dass also A;i selbst mit steigenden Werthen von A 
abnimmt; und zwar ist A;i selbst negativ. Die positive Zahl 
— A;i ist der Ueberschuss der Anzahl m • Cx aller Differential- 
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quotienten (y + A)-ter Ordnung über die Anzahl m • hx 
der aus dem vorgelegten Differentialsystem sich ergebenden 
Differentialgleichungen (v + A)-ter Ordnung. Dieser Ueber- 
schuss wächst also mit der Ordnung der betrachteten Diffe- 
rentialgleichungen. Die Thatsache bleibt — wie man leicht 
erkennt — auch dann bestehen, wenn nicht sämmtliche Diffe- 
rentialquotienten v-ter Ordnung in dem zu integrirenden System 
vorkommen; nur in einem Fall ist A;i für jeden Werth von A 
gleich Null. 

Es wäre jedoch falsch, aus dem Vorhergehenden zu 
schliessen, dass in dem Falle m^m eine Integration stets 
möglich sei: Die Relationen, um welche es sich handelt, können 
sich widersprechen, auch wenn ihre Anzahl geringer ist als 
die der Grössen, zu deren Bestimmung sie dienen. Wir wer- 
den zeigen, dass es nur in dem Falle m= 1 unter allen Um- 
ständen möglich ist Integrale zu construiren. Auf diesen richten 
wir daher zunächst unsere Aufmerksamkeit. 



II. Der Fall m = l. Eine Differentialgleichnng mit einer 

abbängigen Variablen. 

Indem wir die der ganzen Arbeit zu Grunde liegende Auf- 
fassung festhalten, stellen wir folgendes Problem: 

Es soll eine nach steigenden positiven und ganzen Poten- 
zen von 

fortschreitende convergente Potenzreihe is construirt werden, 
welche einer vorgeschriebenen Differentialgleichung 

(1) / 1 ^1 > • • • » ^n; ^ , • • • • , •••1 = 

genügt. Um Wiederholungen zu vermeiden, werden wir über die 
analytische Beschaffenheit der Function f erst an einer späte- 
ren Stelle genaue Angaben machen. Das Problem zerfällt in 
drei Fragen, von denen die beiden ersten sich auf den forma- 
len Theil der Aufgabe beziehen, welchen wir zum Gegenstande 
unserer Untersuchungen machen werden: 



mit einer abhängigen Variablen. 13 

1) Ist es möglich, die durch die Differentialgleichung (1) 
festgelegten Beziehungen zwischen den oo'* Coefficienten der 
hypothetisch angenommenen Entwicklung der Function z zu 
befriedigen? 

2) Wenn eine solche Bestimmimg möglich ist, welches 
sind die willkürlich bleibenden Stücke? 

3) Lassen sich über die Convergenz der so construirten 
Reihen unter gewissen Bedingungen allgemeine Behauptungen 
aufstellen? 

Die erste Frage erfordert eine Untersuchung der unend- 
lichen Schaar von Relationen, welche durch Differentiation 
aus (1) erhalten werden; wie schon im ersten Abschnitte, 
gliedern wir dieselben in eine Reihe von Systemen Z", Z"', • • • , 
27'^, • • •, deren jedes die Differentialgleichungen einer bestimm- 
ten Ordnung umfasst. Die Gleichungen des Systems 27^-, welche 
durch A- fache Differentiation aus der Gleichung (1) abge- 
leitet sind, mögen kurz mit 

(2) /1« = 0, /•W = 0,..., fi^) = Q, 

die Differentialquotienten (v + A)-ter Ordnung von z in belie- 
biger Reihenfolge mit 

(3) i,W, ^\---, pfl 

bezeichnet werden. Wir untersuchen das Verhalten der aus 
der Matrix 



(4) 



[« = 1,2, .•■,&;i; x = l,2, --^cj 

gebildeten Determinanten 6;i-ter Ordnung in dem Punkte 
(;rj, ;z:^, • • •, :rj), für welchen wir die Entwicklung der Func- 
tion z aufstellen wollen. Dabei werden wir nicht die Voraus- 
setzung machen, dass sämmtliche Grössen. (3) in den Differen- 
tialgleichungen (2) vorkommen; es dürfen demnach in der 
Differentialgleichung (1) mehrere von den Differentialquotien- 
ten -r-ter Ordnung fehlen. Die thatsächlich auftretenden Diffe- 
rentialquotienten v-ter Ordnung mögen typisch mit 

/ X 2 n 
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bezeichnet werden. Die Ableitung der Function f nach einem 
beliebigen unter diesen Differentialquotienten: 

df 

ist eine Function der unabhängigen Variablen äJi, ^2, • • •, ^n, 
der abhängigen Variablen z und deren Differentialquotienten 
bis zur i/-ten Ordnung. Wenn nun die Gleichung 

durch das Einsetzen der Anfangswerthe ajj , • • • , ic^ der unab- 
hängigen Variablen zu einer Identität in den übrigen Grössen 
{z und deren Differentialquotienten), oder zu einer Consequenz 
der Gleichung (1) gemacht wird, nennen wir den Punkt 
(aij, • • • ,icj) einen in Beziehung auf den Differential- 
quotienten \p^y ^2?'*;^«] singulären Punkt der Diffe- 
rentialgleichung. Ein Punkt, welcher in Beziehung auf 
keinen der Differentialquotienten v-ter Ordnung singulär ist, 
heisse ein regulärer Punkt der Differentialgleichung 
"oder ein Punkt allgemeiner Lage. 

Wir nehmen fiir's Erste an, dass der Punkt, in welchem 
wir die Matrix (4) untersuchen, ein Punkt allgemeiner Lage 
ist. Alsdann wählen wir unter den Differentialquotienten 

\Piy ^2; * ' • > ^J öinen aus (er möge mit Pi, ^2 ? ' * * ; ^«] ^®" 
zeichnet werden), welcher folgende Eigenschaften besitzt: 

Wenn [(^^i), ip^y • • •; {^n)\ ein beliebiger unter den übrig 
bleibenden Differentialquotienten v-ter Ordnung ist, so spi 

wobei X eine der Zahlen 1 , 2 , • • • , n — 1 bedeutet. 

Dass es stets solche (und zwar im AUgemeinen mehrere) 
Differentialquotienten, für welche wir die Benennung „ausge- 
zeichnete Differentialquotienten" einfuhren wollen, gibt, 
ist leicht einzusehen. Man greife unter den unabhängigen Va- 
riablen eine heraus, welche x^ genannt werden möge, und von 
der nichts weiter verlangt wird, als dass sie bei mindestens 
einem unter den wirklich vorkommenden Differentialquotienten 
iz-ter Ordnung als Differentiationsvariable figurirt, d. h. dass 
nicht alle Zahlen 6^ gleich Null sind. 6^ sei der grösste 
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unter den Werthen von ö^] gehört zu diesem nur eine Ablei- 
tung i/-ter Ordnung, so genügt dieselbe bereits unseren An- 
sprüchen; sind aber mehrere solcher Ableitungen vorhanden, 
so bevorzugen wir wiederum eine unter den unabhängigen 
Variablen x^, . , .^Xn, für welche nicht alle 6 gleich Null sind, 
z. B. x^f und' suchen unter den zu 6^ gehörigen Ableitungen 
diejenige heraus, für welche 6^ den grössten Werth 62 hat. 
So fahren wir fort, bis wir auf ein 6^ stossen, zu welchem 
nur ein einziger in der vorgelegten Differentialgleichung auf- 
tretender Differentialquotient i/-ter Ordnung gehört. Dieser 
Fall muss spätestens bei der vorletzten aus der Reihe der 
Zahlen 6 eintreten, da die Summe aller 6 für die verglichenen 
Ableitungen immer dieselbe, nämlich gleich v sein muss. 
Jeder nach diesem Verfahren ermittelte Differentialquotient 
[^1; ^2? • • •; ^n] erfüllt die oben gestellten Bedingungen. 

Nun lässt sich zeigen, dass die nach den bx Ableitungen 
A-terOrdnung eines derartigenDifferentialquotienten [S^, Sa,-- ,5„J, 
also nach den bx Differentialquotienten (i/ + A)-ter Ordnung 

(5) p, + A,,. 52 + A2r--,Sn + A„]=-p^^^^:^^ 

genommene Functionaldeterminante der Gleichungen (2) in 
einem Punkte von allgemeiner Lage nicht identisch verschwinden 
kann. Die linken Seiten des Systems (2) sind die A-ten Ab- 
leitungen der Function f] die Gleichung 

enthält die Differentialquotienten [<Ji + ^i? ^2 + ^; * * '? *^« "f" ^J; 
und zwar ist 

Wir bringen nun die Combinationen { A^, Ag, • • •, A„} und 
dadurch auch die Functionen /*p^ ^ in eine gewisse Reihen- 
folge, indem wir Folgendes festsetzen: In der aufzustellenden 
Reihe soll die Function f^^) , , , , der Function fW , „ , „ 
vorangehen, wenn 
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Entweder k^ > A^", 

oder X^ = A^", Ag' > Ag", 

oder schliesslich 

A], == Aj , A2 == A2 ^ • • • j Ax — 1 = Ax — 1 y Ax ^ Ax 
ist, während für 

Aj^ — Aj j A2 — A2 ; ' * * ; Ax — 1 — Ax — 1 j Ax — A, 

die Reihenfolge der beiden Functionen (welche sich nur durch 
^ie Werthe der Zahlen Ax+i, • • •, A„ unterscheiden), willkür- 
lich angenommen werden darf. Alsdann kommt der Differen- 
tialquotient [S^ -j- A^ , ^j + Ag , • • • , 5« + An] in der Function 
fi^i ■■ i ^^^ eventuell auch in denjenigen Functionen f^^^ 
vor, welche ihr vorangehen, niemals aber in einer der nach- 
folgenden. Denn da zwei Combinationen { A^', A2', , • • • , A« } und 
{A/', A2",---,An} stets verschieden sind, so kann der Diffe- 
rentialquotient [^1 + Aj, ^2 + A2, • • •, ^n + k^ nur dann in 
einer von f W verschiedenen Function f}i\ „ , „ , auf- 

treten, wenn 

^l+^l = K) + (^l)? 52 + A2=(^2)+(^2);-;Ön+^» = (<?n)+(A„) 

ist, wo die eingeklammerten ö wieder die auf S. 14 angege- 
bene Bedeutung haben. Nun waren die Zahlen 5^, ^2, • • •, 5„ 
so gewählt, dass jedenfalls 

ist, wo 6 eine der Zahlen 1, 2, • • •, x ist. Folglich muss 
(Ai) = Ai , (A2) = A2 , • • • , (At_i) = A«_i , (At) > A, 

sein; bei der oben festgesetzten Anordnung der Functionen f^^^ 
nimmt also f^h „ v ,. \ ^ine frühere Stelle ein als f\^^ , , . 

Jetzt werde die Functionaldeterminante 

(8) 



^fl 2 2 



a [(Tl + ^1, CTj + X, , . . . , (T^ + XJ 



(^1, ^j,- • • ,Z^ = 1, 2,- • -,1) 



in der Weise gebildet, dass in einer Zeile die Ableitungen der- 
selben Function f!^^^^ ^ nach den bx Differentialquotienten 

[Sj + Ai, ^2 + A2, • • •, 5« + A„], in einer Columne aber die 
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Ableitungen sämmtlicher Functionen f^K .., ^ nach einem 

und demselben Differentialquotienten pi + Aj , Sg + A2 , • • • ,5„ + Aj 
stehen; und zwar sei für die Anordnung sowohl der Zeilen als 
der Columnen die oben bezeichnete Reihenfolge der Combina- 
tionen { A^, Ag, • • • , A«} massgebend. Alsdann tritt in der von 
links oben nach rechts unten verlaufenden Diagonalreihe ver- 
möge (7) die Ableitung 

df 

ftji-mal auf. Die über der Diagonalen stehenden Elemente 
unserer Determinante werden entweder auch einer Ableitung von 
f nach einem der Differentialquotienten \p^y <^2; ' ' '; ^«] gleich 
sein oder verschwinden. Jedenfalls aber sind sämmtliche unter- 
halb liegenden Stellen mit Nullen auszufüllen, so dass der 
Werth der Functionaldeterminante (8) gleich dem Product 
der Diagonalglieder, also gleich der Potenz 

sein wird. Damit ist unsere Behauptung bewiesen, da nach 
S. 14 die Ableitung^ ■;^^ — ^ ^- in einem Punkt aUs^emei- 

ner Lage nicht verschwinden darf. Dass aber der Punkt 
ip^v ^ ? • * * ? ^S) ®"^ solcher ist, hatten wir angenommen. Wir 
sehen übrigens ein, dass für den soeben geführten Beweis die 
allgemeinere Annahme, der Punkt (^, ^;---,^) solle nur 
in Beziehung auf den bevorzugten DiiBferentialquotienten 
[^1, öfg, • • •, 5n] nicht Singular sein, vollkommen ausreichend 
gewesen wäre. Jedoch wird dieser Fall unter den im Folgen- 
den zu behandelnden Fällen mit inbegriffen sein. 

unsere Methode lässt sich nämlich noch weiter ausdeh- 
nen, und wir werden nur diejenigen Punkte auszuschliessen 
genöthigt sein, welche in Beziehung auf sämmtliche in 
der Differentialgleichung vorkommenden Differentialquotienten 
[(jj,, (^2? * • •> ^«] singulär sind. Solche Punkte nennen wir 
schlechthin singulare Punkte der Differentialglei- 
chung. 

Sei nun (^, i«^, • • • , ajj) ein Punkt, welcher in Beziehung 

2 
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auf einige unter den in der Differentialgleichung auftretenden 
Differentialquotienten singulär, in Beziehung auf die übrigen 
regulär ist. Wir bezeichnen alsdann die Differentialquotienten 
der ersten Art typisch mit [tTi, t^y- - - y '^J, die der zweiten 
Art typisch mit [pu^^^'^'y ^J ^^^ verfahren zunächst gerade 
so, als ob jene in der Differentialgleichung gar nicht vorkämen, 
d. h. wir wählen unter den Differentialquotienten \px7^2i'*'y ^«] 
auf die (S. 14) angegebene Weise diejenigen aus (sie mögen 
wieder mit [^i, ^2> ' * '; ^J bezeichnet werden), für welche 

ist, wo wiederum x eine der Zahlen 1, 2, • • •, w — 1 bedeutet, 
und [(i^i), {p^i ' ' 'y (pny] ein beliebiger unter den Differential- 
quotienten [(?!, ^2} ' ' '> ^n] ist. 

Diese ausgezeichneten [0^, "^2? * * *; ^«] werden natürlich 
andere sein als diejenigen, welche wir nach dem gleichen Ver- 
fahren aus der Gesammtheit aller Differentialquotienten v-ter 
Ordnung (d. h. der [6^^ ^^2; ' * *? ^J und der [t^, r^, - - -, rj) 
erhalten hätten. 

Nun bilden wir wieder die Functionaldeterminante der 
Functionen fx\ ... x ^^^ ^®^ ^^ A-ten Ableitungen eines 

derartigen Differentialquotienten, indem wir die Reihenfolge 
der Combinationen {A^, Ag, • • •, An} und auf Grund dieser die 
Anordnung der Zeilen und Columnen ganz in derselben Weise 
regeln, wie dies oben geschehen ist (S. 16). Dann kann aller- 
dings der Differentialquotient [5^ + A^, ^3 + ^2? * ' *> ^« + ^»] 
auch in den Functionen /, / , , , , vorkommen , welche der 

''ii»*« »• ">*n 

Function fx\ x iia-chfolgen; in diesen aber tritt er auf 

als Ableitung eines der Differentialquotienten [^i; ^2, • • *, tJ, 
für welche der Punkt (rrj, icj, . . . , ajj) ein singulärer ist; wir 
haben daher vermöge (7) 

^ df 

Dieser Ausdruck aber verschwindet nach Voraussetzung für 
x^ = ofi, ' ' '. X =ofi. Wenn daher die oben bezeichnete 

1 1' ' » n 
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Fimctionaldeterminante für diese Anfangswerthe der Variablen 
gebildet wird, so sind wiederum die Stellen unterhalb der 
Diagonalen mit Nullen auszufüllen. Die weiteren Schlüsse 
bleiben dieselben wie in dem zuerst behandelten Falle, in wel- 
chem (ajj , ^ > • • • ; ^2) öui Punkt allgemeiner Lage war. 

Ehe wir weiter gehen, sollen die durchgeführten allge- 
meinen Untersuchungen an einigen Beispielen erläutert und 
für n = 2, n = 3 durch eine graphische Darstellung anschau- 
lich gemacht werden. 

!• Als erstes Beispiel betrachten wir eine partielle Diffe- 
rentialgleichung dritter Ordnung in drei unabhängigen Variablen 
^u ^2? ^8 ^^^ einer abhängigen Variablen z: 

(Q) fl^lL ^'^ a^g a^g a'jg a'g \ ^ ^ 

^ ^ 'Va^i'' dxi*dx^' dx^^dx^^ doc^dx^*' dx^dx^dx^' dx^^dx^/ 

Ausser den aufgeschriebenen Differentialquotienten dritter Ord- 
nung darf die Function f noch beliebige von den Differential- 
quotienten zweiter und erster Ordnung der abhängigen Variablen 
0, sowie diese selbst und die unabhängigen Variablen enthal- 
ten. Wenn wir die oben gebrauchte Bezeichnung [p^^ <^2 ? * * ' ? ^n] 
auf unser Beispiel anwenden, so lassen sich die in der Diffe- 
rentialgleichung (9) auftretenden Differentialquotienten folgen- 
dermassen schreiben: 

(10) [300], [210], [201], [120], [111], [021]. 

Wir suchen die Differentialquotienten vom Typus [^i, ög, • • •, 5„]. 

Der grösste Werth, welchen die Zahl 6^ anninimt, ist 3*, 
demselben entspricht nur der eine Differentialquotient [300]; 
dieser gehört also bereits zu den von uns gesuchten. 

Da es gleichgültig ist, welche von den unabhängigen 
Variablen wir x^ nennen, so können wir, anstatt die Bezeich- 
nung zu ändern, jetzt die Variable x^ bevorzugen und im 
übrigen dasselbe Verfahren anwenden. Zu dem grössten Werthe 
2 von 02 gehören die beiden Differentialquotienten 

K, <, <] = [120] und [<',<', tf,'T = [021] ; 

bevorzugen wir nun an zweiter Stelle die Variable x^, so ist 

<=(<^2) = 2, (r/=l>((yj = 0, wenn (ö,) = 6'\ ((y,) = <; 

in allen andern Fällen aber 

OK); 

2* 
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denn die Werthe ((?g), welche 6^ in den vier übrigen Differen- 
tialquotienten annimmt^ sind und 1; der Differentialquotient 
[120] gehört also dem gesuchten Typus an. Bevorzugen wir 
an zweiter Stelle (nicht x^^ sondern) x^^ so finden wir: 

<=K) = 2,<=l>(ff3) = 0, 
wenn (ö^) = ö^, (ö^) = 6^ ist, sonst 

somit hat auch der Differentialquotient [021] die verlangten 
Eigenschaften. 

Betrachten wir schliesslich x^ als erste Variable, so finden 
wir drei dem grössten Werthe 1 von 0^ entsprechende Diffe- 
rentialquotienten [201], [111], [021]. Jenachdem nun x-^ oder 
a?2 als zweite Variable angenommen wird, erhalten wir den 
ersten oder den dritten unter diesen als ausgezeichneten Diffe- 
rentialquotienten; der letztere war schon oben bei Bevorzugung 
der Variablen x^y x^ gefunden worden. 

In einem Punkt von allgemeiner Lage sind also unter 
den sechs in unserer Differentialgleichung auftretenden Diffe- 
rentialquotienten die folgenden vier als Repräsentanten des 
Typus [e^i, S^, Sj] zu betrachten: 
(11) [300], [120], [021], [201]. 

Indem wir die Differentialgleichung (9) einmal nach jeder der 
unabhängigen Variablen differenziren, erhalten wir drei Diffe- 
rentialgleichungen, welche sich in unserer Bezeichnungsweise 
so schreiben lassen: 



(12) 



•(1) 



df 



df 



df 



df 



C^ äPöi [400] + ä^iöi [310] + ä^j [301] + ^ [220] 

+ äpni [211] + äpT] [121] + 9x00 = 0, 



#010 — 



df 



a[3oo] 



[310] 



+ 



df 



a[2io] 



[220] 



+ ä« [211] + ^m ^^^^ + dm t^^^i + dm t^'^^ 

+ 9oio = 0, 



'001 — 



«[301] + ä|löi[211] 



+ Km t^^^^ + dm f ^^^] + dm t^^^^ + dm t^^^^ 

+ 9'ooi = 0; 



mit einer abhängigen Variablen. 
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9ioo; 9^010; 9^001 enthalten nur Differentialquotienten dritter und 
niedrigerer Ordnung. 

Gemäss unseren allgemeinen Entwicklungen ist zum Bei- 
spiel die Functionaldeterminante der drei Functionen /*(^) nach 
den drei Differentialquotienten vierter Ordnung, welche sich 
von [300] ableiten, also die Functionaldeterminante 



VIOO^ ^010* ^001/ 

A([400], [310], [301]) 



df df 



df 



a[3oo] 









a[210] 

df 

a[3oo] 





a[2oi] 



df 

d [300] 



\a[3oo]; 



df 



für alle Punkte, in welchen ^ ' ^ nicht verschwindet, eine 

von Null verschiedene Grösse. Dasselbe gilt von jeder Func- 
tionaldeterminante nach drei Differentialquotienten vierter Ord- 
nung, welche sich von einem der ausgezeichneten Differential- 
quotienten (11) herleiten. Bilden wir dagegen etwa die 
Functionaldeterminante nach [310], [220], [211], den drei 
Ableitungen von [210], so finden wir: 

Vioo' 'OIO' 001/ 



A([310], [220], [211]) 




_ df i( df \ 

~a[2io] i\a[2io]; 



df df ] 

a[120] a[300]J 



eine Grösse, welche sowohl bei besonderer Beschaffenheit der 
Function f (identisch oder als Consequenz der Gleichung (1)) 
verschwinden kann, als auch — wenn dies nicht der Fall ist 
— den Werth Null in einem Punkte (a;J, x^y x^ annehmen 

kann, in welchem 



df 



a[2io] 



nicht verschwindet. 



2. Wie die Verhältnisse in singulären Punkten liegen 
können, möge uns ein zweites Beispiel deutlich machen; als 
solches wählen wir die partielle Differentialgleichung 
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(13) f=0. — XiXt)xi^,— 0.—XiZi)0.+XiXt)j^^^ 

für welche n==2, v = 2 ist. 

In einem regulären Punkte (icj, a^ wird der Typus 
[^1? ^2] repiäsentirt durch die Diflferentialquotienten 

= [2O] und 0==[O2]; 

die Fanctionaldeterminanien der bx = ^ -\- i Functionen 

nach den X -\- 1 Differentialquotienten 

[A + 2,0], [A + 1, l],..-, [3,A-1], [2,A] 
bzw. nach den A + 1 Differentialquotienten 

[A,2], [A-1,3],..., [1,A + 1], [0,A + 2] 
sind beziehungsweise gleich 

oder gleich (^^'+'=xi+' il-x,x,y+K 

In einem Punkte (rrj = 0, ä^ =f= 0) wird die erste von diesen 
verschwinden, die andere aber von Null verschieden sein. Der 
Differentialquotient [02] gehört also auch in diesen (für [20] 
singulären) Punkten dem Typus [S^, 6^] an, und zwar jetzt in 

Gemeinschaft mit dem Differentialquotienten ^ — ^ — =[11]; 

in der That hat die Functionaldeterminante der Function (14) 
nach den Grossen 

[A + l, IJ, [A,2],..., [1, A + 1] 

in einem Punkte (icj = 0, af^^O) den Werth 
zum Beispiel ist für A = 1 : 



A([2,l], [1.2]) 



— {\—XiXi)i\+XiX^ »,(1— »1«,) 

XiO—X^X^ —{\—XiX^{\-\-XiX^ 

= (1 — aJi «»)' { (1 + «1 »»)* — «1 «» } ; 
dieser Ausdruck aber wird für Xi = gleich -\- 1. 
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Analog gestaltet sich die Untersuchung natürlich für die 
Punkte (a?i 4= ^? ^2 = ^)> ^^ welchen die Differentialquotien- 
ten [20] und [11] den Typus [S^, 6^] darstellen. 

Nun wenden wir uns zur Betrachtung des Punktes (^i = 0, 
X2 = 0)] derselbe ist singulär in Beziehung auf die beiden 
Differentialquotienten [20] und [02], welche demnach (vergl. 
S. 18) typisch mit [tTi, t^] zu bezeichnen sind. [11] ist der 
einzige Differentialquotient [(^i, 6^] und somit zugleich der 
einzige Repräsentant des Typus [ö^y ^g], was sich auch mit 
Hülfe der Punctionaldeterminanten verificiren lässt. 

Schliesslich sei noch darauf hingewiesen, dass die Punkte 
der gleichseitigen Hyperbel 

schlechthin singulare Punkte der Differentialgleichung sind, in 
welchen keine Differentialquotienten [ö^, ö^] existiren. 

Die Bedeutung dieser Ergebnisse für die Integration der 
Differentialgleichung (13) soll an einer späteren Stelle erklärt 
werden. 

Die graphische Darstellung, zu welcher wir nun über- 
gehen, besteht für n = 2 darin, dass wir die Werthesysteme 
der partiellen Ordnungszahlen p^, q^ ^^^^ möglichen Differen- 
tialquotienten 

1 a 

und damit diese Differentialquotienten selbst in einer Ebene 
reprasentiren durch die Schnittpunkte zweier Systeme von 
parallelen Geraden, welche die Ebene in gleiche Quadrate 
zerlegen. Da für q^ und q^ ^^^ positive Werthe in Betracht 
kommen, so werden auch nur die in einem Quadranten liegen- 
den Gitterpunkte für unsere Zwecke eine Bedeutung haben. 
Sämmtliche Differentialquotienten von der gleichen (etwa der 
p-ten) Ordnung werden durch die Punkte des quadratischen 
Netzes repräsentirt, welche auf der vom Punkte \_q, 0] zum 
Punkte [0, q] verlaufenden Diagonallinie d^ gelegen sind. 
Zieht man von einem Punkte [^j, q^] ^^®i Senkrechten parallel 
zu den Begrenzungslinien des Quadranten, so schliessen dieselben 
wiederum einen Quadranten ein; die innerhalb und auf der 
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Begrenzung gelegenen Punkte sind die Bildpunkte der Diflfe- 
rentialquotienten, welche aus [p^, p^] durch Differentiation 
erhalten werden. Eine innerhalb dieses „Quadranten der Ab- 
leitungen" verlaufende oder mit seiner Begrenzung zusammen- 
fallende gerade Linie, welche den Punkt [^i, q^] mit einem 
Punkte [pi + ^1? ^2 + ^2] ^®^ Diagonallinie d^^^x verbindet, 
charakterisirt durch die (positive) Tangente ihres Neigungs- 
winkels das Verhältniss der partiellen Ordnungszahlen A^, Ag 

und damit die Differentiation — ^ — -j- - Parallele Verbindungs- 

linien zwischen denselben Diagonallinien repräsentiren dieselbe 
Differentiation. Sämmtliche Differentiationen A-ter Ordnung 
werden dargestellt durch die Verbindungslinien des Punktes 
[91 j Q2] mit allen auf der Diagonallinie d^^x und zugleich in 
seinem Quadranten liegenden Punkten. Construiren wir in 
dieser Weise für sämmtliche in der vorgelegten Differen- 
tialgleichung f=0 auftretenden Differentialquotienten der 
höchsten Ordnung 1/, d. h. für die Punkte [tfj,, (J^l; ^^® Q^^" 
dranten der Ableitungen, so bedecken diese ein gewisses Ge- 
biet G der Ebene; ziehen wir nun die Diagonallinie dyj^iy so 
stellen die in das Gebiet G fallenden, auf den d^j^-x gelegenen 
Gitterpunkte die sämmtlichen Differentialquotienten (y + A)-ter 
Ordnung dar, welche in den Gleichungen (2) oder 

(2') &=<) 

vorkommen; die Anzahl derjenigen Gleichungen (2*), in wel- 
chen ein bestimmter Differentialquotient [^^i + Aj, ^^2 + ^2] 
auftritt, ist gleich der Anzahl der im Gebiete G verlaufenden 
Verbindungslinien, welche von dem Punkte [<Ji + ^; <^2 + ^] 
nach den Punkten der Diagonallinie d^ gezogen werden können, 
also gleich der Anzahl der Quadranten, welche den Punkt 
[pi + Ai, ^^2 + ^2] gleichzeitig enthalten. Unser Verfahren 
besteht nun darin, J;^ = A + 1 von den Punkten der Diagonal- 
linie dr+A, welche in einen Quadranten des Gebietes G fallen, 
in eine solche Reihenfolge zu bringen, dass für den ersten 
nur eine Verbindungslinie mit einem Punkte [<s^, 6^] existirt, 
für den zweiten nur eine einzige, welche zu der ersten nicht 
parallel ist, für den a-ten nur eine einzige, welche mit keiner 
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von den für die vorhergehenden Punkte construirten Verbin- 
dungslinien gleiche Richtung besitzt. Eine derartige Anord- 
nung ist aber nur dann möglich, wenn wir die A + 1 Punkte 
eines der beiden äussersten Quadranten w'ahlen, denn der 
Quadrant 8 eines Punktes [ö^, ^^l; welcher auf der Diagonalen d^ 
zwischen zwei andern Punkten l6^\ 6^] und [(J^", (J^"] liegt, 
wird von einer gewissen Stelle an völlig in das Gebiet der 
beiden zu diesen Punkten gehörigen Quadranten 8\ 8" ein- 
tauchen, so dass bei genügend hoher Anordnung A jeder Punkt 
[6^ -|~ ^1^ <^2 "l" ^] ausser in dem Quadranten S auch noch in 
einem der Quadranten 8\ S" liegen muss. Als ausgezeichnete 
Punkte pi, tfg] si^^ daher nur die beiden äussersten von den 
auf der Diagonalen dy gelegenen Punkten [p^, 6^] zu betrachten. 



^ 



f077 



ro*] 




Fig. 1. 

In der obenstehenden Zeichnung sind die Constructionen 
ausgeführt für eine Dififerentialgleichung vierter Ordnung, 
welche die Differentialquotienten 

dH d*z d*z 

enthält. X ist gleich 3 angenommen. 



26 



II. Der Fall m = i. Eine Differentialgleicliang 



jTwaJ 



Den Fall w = 3 repräsentiren wir auf analoge Art in 
dem Baume von 3 Dimensionen, welchen wir durch 3 Systeme 
paralleler Geraden in gleiche Würfel zerlegen. Die Ueber- 
legungen sind dieselben wie fdr w = 2: nur treten Octanten 
des Raumes an die Stelle der ebenen Quadranten, Diagonal- 
ebenen an die Stelle der Diagonallinien. Wir unterlassen eine 
ausführliche Discussion der höchst einfachen Constructionen, 
mit Hülfe derer sich zum Beispiel die Diflferentialquotienten, 
dritter Ordnung auf der Fläche eines gleichseitigen Dreiecks 
so abbilden, wie Fig. 2 zeigt. Die Bildpunkte der Differen- 
tialquotienten, wel- 
che in der als erstes 
Beispiel (S. 19) be- 
nutzten Differential- 
gleichung auftreten, 
sind besonders mar- 
kirt. 

Als ausgezeichnete 
Punkte [5i, cfj, ^3] 
lassen sich (ähnlich 
wie in der Ebene) 
nur diejenigen unter 
ihnen betrachten, 



jS^ooj 




£«oJ 



&zaj 



Fig. 2. 



welche nicht zwi- 
schen zwei andern 
Punkten \p^, (Tj, <?j] auf einer geraden Linie liegen. Nun liegt 
der Punkt [111] zwischen [201] und [021], der Punkt [210] 
zwischen [300] und [120]. Also sind [111] und [210] nicht 
ausgezeichnete Punkte, was mit dem auf S. 20 gefundenen 
Resultate übereinstimmt. 

Jetzt kehren wir zu unseren allgemeinen Untersuchungen 
zurück. 

Der Punkt (icj , • • • , rcj) sei kein schlechthin singulärer 
Punkt der vorgelegten Differentialgleichung (1); es existirt 
also in diesem mindestens ein ausgezeichneter Differentialquo- 
tient [5i, Sg, • • •, Sn]. 

Die in /*(der linken Seite von (1)) auftretenden Differentialquo- 
tienten von Zy deren Ordnung niedriger ist als v, mögen allgemein mit 
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(«1 + a» + • • • + a = et ; a = 1, 2, • • • , r — 1) , 

ihre Werthe im Punkte (rrf, ä?, •••.^z^?) mit ä<«)^ „ be- 
zeichnet werden. Für diejenigen in der Function f und deren 
Ableitungen auftretenden Differentialquotienten v-ter und höhe- 
rer Ordnung, welche nicht mit dem Differentialquotienten 
[^i> ^2; • * '7 ^»] ^^®^ ®^^®^ seiner Ableitungen zusammenfallen, 
werden wir das Zeichen 

für ihre Werthe im Punkte (icj, a^J, • • •, ^J) das Zeichen 

\ PiiPtt'tPnJ 

gebrauchen. 

Nun wählen wir die Anfangswerthe 

SO; dass die beiden folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

1) Die Function f gestattet in der Umgebung der Werthe 

(15) a;«, ^,r-:<; A <U,.....v («,^. ,......,,) 5 

[tfi,tfg,- •, tf«]o 
ihrer Argumente eine reguläre Entwicklung nach Potenzen von 
(16). iCj — «», «2 — «o,---, «„ — «2; Ä — «»; 

•* aijflfjt, • -,«„ «11«»»- • '»«n' \^ßitß^i"-ißn) \ ßit ß^*- • ißn) ^ 

Dabei ist [^i, ^2, • • *, ^n\ der aus f=0 zu berechnende An- 
fangswerth von [S^, ^27 * * '7 ^«]- 

2) Die Ableitung öf= — =— ^^ =-^ verschwindet nicht, wenn 

wir für ihre Argumente die Anfangswerthe (15) einsetzen. 

Unter diesen Voraussetzungen existirt eine nach ganzen, 
positiven Potenzen der Grössen 
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(17) x^—afi^, ^,-^,-, ^.-^; ^-^; 

(ai4-a.4- |-a« = a; a = l,8, • • ,r--l) (^j_|-^^+ !-/*„ = »') 

fortschreitende Entwicklung, welche — für [^S^, Sg, • • •, öj 
eingesetzt — die Gleichung (1) identisch befriedigt. Führen 
wir diesen für [S^, ^2; * * > ^J gefundenen Ausdruck in die n 
durch einmalige Differentiation aus f=0 hervorgehenden Glei- 
chungen des Systems 2' ein, so lassen sich aus diesen für die 
Differentialquotienten 

n reguläre Entwicklungen nach Potenzen der Grossen (17) und 

gewinnen, da die Functionaldeterminante der linken Seiten des 
Systems Z' nach den Grossen (18) für die Anfangswerthe 
(15) nicht verschwindet. Dabei können die Anfangswerthe 

vollkommen willkürlich gewählt werden. Diese Ausdrücke för 
die Differentialquotienten (18) können wir nun in die Glei- 
chungen des Systems H" einführen und aus diesen neue 
Reihenentwicklungen für die zweiten Ableitungen des Diffe- 
rentialquotienten [^1, ^ly*" y ^n] herleiten. Allgemein finden wir: 
Die hl Differentialquotienten (y'\-i)'\AX Ordnung von z 

\P\ + Ai, Sa + Aj , • • • , 5„ + A„] 

lassen sich darstellen durch reguläre Reihenentwicklungen nach 
Potenzen der Grössen (17) und 

wobei die Anfangswerthe 



T.:.- 
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willkürlich gewählt werden können. Diese Reihenentwick- 
lungen, gebildet für die sämmtlichen Ableitungen des ausge- 
zeichneten DifiFerentialquotienten [^i, ^2, • • •? ^n] von den Ord- 
nungen 1 bis A befriedigen die Gleichungen der Systeme 
2;; 2;",... ,2;^. 

Dies ist die präcise Formulirung der Thatsache, welche 
wir kurz so aussprechen können: 

Die Ableitungen der Differentialgleichung f=0 
sind nach den Ableitungen jedes ausgezeichneten 
Differentialquotienten [^j, ^2, • • ? '^J auflösbar. 

Die hypothetisch angenommene Entwicklung der Function 

sei 

(21) =^ ^«..cr,,. . •,«„ -1 —^ - al 

Wir erhalten also die zwischen den Coefficienten Äa, . a,. • • .« 
der Entwicklung bestehenden Relationen, wenn wir in der 
Gleichung f=0 und den aus ihr durch Differentiation ab- 
geleiteten Gleichungen der Systeme 2J\ E'\ • • •, die Variablen 
a?i , • • • , a?» durch ihre Anfangswerthe irj , • • • , a?^, die Function 

d^ z 
z durch -4q, 0? * ' '? 0; ^® Differentialquotienten — — 

aller Ordnungen durch die entsprechenden -^i,«,,,- ,a„ ersetzen. 
Dass diese Gleichungen sich durch endliche Werthe der 
-^«1, ,a« befriedigen lassen, folgt aus dem soeben gegebenen 
Auflösungsschema unmittelbar; damit ist die erste der drei 
(a. S. 13) aufgeworfenen Fragen beantwortet. 

In der zweiten Frage wird uns die Aufgabe gestellt, zu 
ermitteln, welche von den Coefficienten willkürlich gegeben 
werden dürfen. Dass die Antwort auf diese Frage keine völlig 
bestimmte sein kann, ist von vornherein klar: denn wir haben 
zwar im Vorhergehenden gezeigt, in Welcher Weise die Glei- 
chungen zwischen den Differentialquotienten von z und somit 
auch die Gleichungen zwischen den Coefficienten stets aufgelöst 
werden können. Wir haben aber nicht bewiesen, dass das dort 
gegebene Schema der Auflösung das einzig mögliche ist; und 
ein derartiger Beweis wird auch allgemein nicht erbracht 
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werden können. Aber selbst wenn wir die Auflösung in der 
angegebenen Weise vollziehen, werden wir noch die Wahl 
haben, nach [welchem von den ausgezeichneten Differential- 
quotienten, deren im Allgemeinen mehrere existiren, wir die 
Differentialgleichung auflösen wollen. Jedem dieser ausgezeich- 
neten Differentialquotienten entspricht aber im Allgemeinen 
eine andere öruppirung der willkürlichen Elemente. Wir 
können demnach allgemein nur sagen, dass jeweils 

, n(n -{- 1) ' • • (n -{-X — 1) 

^' = rr^TTTx 

(i = 0,l,2,. -,00 = 1) 

von den Cx Coefficienten 

als Functionen der übrigen Cx — hx bestimmt sind. 

Legen wir aber unser Auflösungsschema zu Grunde, so 
lassen sich die willkürlich bleibenden Elemente in sehr über- 
sichtlicher Weise zusammenfassen. 

Existirt nämlich für die Function eine convergente 
Reihenentwicklung, wie wir sie oben angenommen haben, so 
ist auch jeder Differentialquotient von in der gleichen Weise 
in eine Potenzreihe von n Variablen entwickelbar; setzen wir 
in einer solchen einzelne unter den Variablen ihren Anfangs- 
werthen gleich, so resultiren Potenzreihen von weniger als n 
Variablen, deren Coefficienten einen Theil der in der ursprüng- 
lichen Reihe auftretenden Coefficienten repräsentiren. Wir be- 
haupten nun, dass wir die willkürlichen unter den Coefficienten 
der Entwicklung (21) in der Weise festlegen können, dass 
wir die Reihen vorschreiben, in welche die Function is und 
eine gewisse Anzahl ihrer Ableitungen entwickelbar sein sollen, 
wenn einzelne der unabhängigen Variablen ihren Anfangswer- 
then gleich gesetzt werden. 

Ist [^1, Sjj, • • •, S«] für den Punkt (ajj, ä^, • • •,5?®) ein 
ausgezeichneter Differentialquotient, so können alle diejenigen 
Coefficienten willkürlich angenommen werden, welche nicht 
mit einem der 

(wobei Ai, Ag, • • •, A„ beliebige positive Zahlen oder Null be- 
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deuten) zusammenf allen; diese selbst aber sind durch jene be- 
stimmt. Werden nun für die ä^ Functionen 

5i reguläre Entwicklungen nach Potenzen von x^ — ^ > * > ^« — K^ 
desgleichen für 

62 reguläre Entwicklungen nach Potenzen von x^ — a^, 
^8 — ^ ? * ■ ? ^n — ^2 5 allgemein für 



(22) 



o^'i+^'aH h^x—ig 



ax,»aa=,*...aa::il7,^=,o 



^^1 + ^2 H f-öx — 1 



^ICi^«'« Ci^^X-lC^^*' 



dx^ dx^ •' dx 




X 



(f;j reguläre Entwicklungen nach Potenzen von x^ — ajj, • • • , 
x^_^ — ^_i, a^^+i — a^J+i , • • •, a;^ — a;0 vorgeschrieben und 
so fort bis x = w, so sind, wie man leicht eAennt, die Coefficien- 
ten dieser ^i + ^a + • • • + ^n = v Potenzreihen von je w — 1 
Variablen gerade diejenigen Coefficienten, welche bei unserer 
Art der Auflösung willkürlich angenommen werden dürfen. 
(Dabei verstehen wir unter dem „Coefficienten*^ eines Gliedes 
stets den Werth des entsprechenden DifiFerentialquotienten von 
z für die Anfangs werthe der Variablen, also in der Reihe 

(21) die Grössen -4a^,a„..-,«„ und nicht etwa —^^^ — ^)- 

Damit ist der Beweis für unsere Behauptung geliefert und 
zugleich die zweite tmserer Fragen erledigt. 

Wir hätten nun zu untersuchen, ob die Reihenentwicklung 
für die Function jgf, welche sich — wie aus den vorhergehen- 
den Betrachtungen folgt — nunmehr vollständig construiren 
lässt, in einem gewissen Bereiche convergirt. Diese Unter- 
suchungen sollten jedoch in die vorliegende Arbeit nicht auf- 
genommen werden; es sei daher nur bemerkt, dass die Con- 
vergenzbeweise, welche Herr Riquier in seiner bereits genannten 
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Ein wesentlicher Vorzug der von uns angewandten Methode 
besteht darin, dass sie auch für gewisse singulare Punkte Re- 
sultate liefert und nur für diejenigen Punkte versagt, welche 
wir als schlechthin singulare bezeichnet haben. 

Dies soll an der DiflFerentialgleichung 

(13) f={l — x^x^)x^j~ — (l—x^x^)(l+XiX^)~^ 

+ ^,(i-^,^,)0 + (i-^.)^ + (i-^.)^===o 

gezeigt werden, welche uns schon früher als Beispiel gedient 
hat. Wir unterscheiden hier fünf Fälle: 

1) (icj, xf^) sei ein Punkt allgemeiner Lage, also rcj =(= 0, 

a^=|=0, 1 — X? 0(^=^0. Dann sind ^ — , und -x — , zwei aus- 

gezeichnete Diflferentialquotienten; wir werden daher nach 
unserem Satze entweder 

dz 
z und ^ — für x^ = x^ als Functionen von x^ , 

z und ^ — für x^ = x^ als Functionen von x< 

willkürlich vorschreiben dürfen. Unter willkürlichen Functionen 
verstehen wir hier immer Potenzreihen um die entsprechenden 
Anfangswerthe. 

2) Es sei a:J = 0, o^ =f= ^' Ausgezeichnete Differential- 

d^z d^z 

quotienten sind ^ — j und ^ — « — ; als Anfangsbedingungen 

können wir entweder vorschreiben, dass 

dz 
z und ^ — für aj^ = o^ in willkürlich gegebene Functionen 

von x^ übergehen, oder dass 

z für Xj^ = einer willkürlichen Function von x^, und 

^ — für x^ = s^ einer willkürlichen Function von x^ 

gleich wird. 

3) Für einen Punkt a^^O^ x^ = ergeben sich analoge 
Resultate. 

4) Es sei irj = 0, rc^ = 0. Dieser Punkt ist sowohl in 

d^z . . d*z 

Beziehung auf ^ — ^ als auch in Beziehung auf ^ — | «in singu- 
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lärer; ^ — — ist der einzige ausgezeichnete Differentialquotient. 

Wir können also die Function z nur in der Weise deter- 
minieren, dass wir die nach Potenzen von x^y beziehungsweise 
nach Potenzen von x^ fortschreitenden Reihen angeben, in 
welche z fQr x^ = 0, beziehungsweise für iCi = übergehen soll. 

5) Der Punkt iCj = rcJ, iP^^^ sei ein schlechthin singu- 
lärer, d. h. es sei icj a:^ = 1 ; dann liefert unsere Methode kein 
Mittel, eine reguläre Entwicklung der Function z nach Potenzen 
von x^ — a;J, x^ — ofi^ zu construiren. — 

Das allgemeine Integral der Differentialgleichung (13) ist 

z = m^ (a?! • e*») + (Ö2 {x^ • e*^0 7 
worin fa^ und cog willkürliche Functionen ihrer Argumente sind: 

1^ = ^1 «^ • e>i' (^1 • 6^) + ^^ • < (x^ . e»0. 

Man sieht leicht ein, dass wir, wenn irj =(= ist, die will- 
kürlichen Functionen (Ö1, Og vollständig bestimmen können, 
indem wir die Potenzreihen um x^ = a^ vorschreiben, in welche 

dz 
z und ^ — für x^ = x^ übergehen sollen. Wird dagegen zum 

Beispiel jx^ = angenommen, so können wir zwar z, nicht 

dz 
aber z und ^ — für diesen Werth von x^ willkürlich als Funktion 

von x^ geben; denn es ist 

wohl aber können wir in diesem Fall 

(z)xj=:o einer willkürlichen Function von x^, 
(^)« ^-o einer willkürlichen Function von x^ 

gleichsetzen, wobei nur zu beachten ist, dass die constanten 
Glieder dieser beiden Functionen dieselben sein müssen. Wollen 
wir diese letztere Bestimmung in die analytische Formulirung 
unserer Anfangsbedingungen aufnehmen, so können wir die- 
selben so aussprechen: Es soll 

3* 
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(j2r)a.j==,o in eine vorgeschriebene Function von x^, 
^ — ) in eine vorgeschriebene Function von x^ 

Übergehen. 

Damit ist für das gewählte Beispiel die Uebereinstimmung 
unserer Ergebnisse mit dem wirklichen Verhalten der Integrale 
nachgewiesen. 



lU. Systeme von m Differentialgleichniigeii mit m 

abhängigen Variablen. 

Zur Bestimmung von m Variablen ^ly xi^y ' ' 'y ^m als 
Functionen von n unabhängigen Variablen a?i, iCg, • • *, a?« sei 
ein aus m Differentialgleichungen v-ter Ordnung bestehendes 
System 

CX^ ' • cx^ 

*" " = 



OX^ • ' • OX^ 



(x=l,2,..-,m) 
(«|Ul + «|u2H 1-«^« = «^; ai,--,a^,--,«m = l»2, ..,y) 

vorgelegt. Ueber die analytische Beschaffenheit der Functionen 
fi9 ' ' ' )fm sagen wir nur so viel: Wenn 

die Werthe der unabhängigen Variablen sind, in deren Um- 
gebung wir die Functionen 0i, • - •, Zm studiren wollen, so 
gibt es constante Werthe 

(1) ^> • • -j^; • • •; ^« « r**;^« 

von solcher Beschaffenheit, dass die Gleichungen 

identisch erfüllt sind, und die linken Seiten des Differential- 
systems {U) sich nach ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 
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(2) a;,-^,-.-,a;,-a^;^j-^,-..,4r„-^; 

entwickeln lassen. 

Durch A-fache Differentiation der Gleichungen des Systems 
(2J) erhält man 

* * 1 . 2 • . . ;l 

Differentialgleichungen (i;+A)-ter Ordnung, deren Gesammt- 
heit wir als das System (2J^) bezeichnen. Es ergibt sich so 
eine Reihe von Systemen 27, 2J', • • • , 2J^, • • • . 

Für die Differentialquotienten v-ter und höherer Ordnung 
bedienen wir uns des schon früher benutzten Zeichens 

Aus der Schaar aller in dem System U vorkommenden 
Differentialquotienten v-ter Ordnung scheiden wir diejenigen 
[^/ui; • • •> ^/un] aus, für welche die sämmtlichen m Grössen 

identisch oder vermöge des Systems 2J verschwinden, wenn 
den unabhängigen Variablen die Werthe rcj , • • • , rc^ ertheilt 
werden; die übrig bleibenden Differentialquotienten mögen 
typisch mit [pfiiy- - - , ^fxn^ bezeichnet werden. Dieselben zer- 
fallen in einzelne Gruppen, deren jede nur Differentialquotienten 
einer und derselben Variablen ;8f^ enthält. 

Wir setzen voraus, dass die Anzahl dieser Gruppen 
gleich der Anzahl m der abhängigen Variablen ^s^i,---, ;8f,;j 
ist, dass also nicht etwa für sämmtliche Differential- 
quotienten v-ter Ordnung einer Variablen 0^ all© Ab- 
leitungen (3) im Punkte (^;*"-;^2) identisch ver- 
schwinden (Voraussetzung A). 

Um nun nach dem im zweiten Abschnitt angegebenen 
Verfahren in irgend einer dieser Gruppen einen ausgezeich- 
neten Differentialquotienten zu bestimmen, müssen wir die 
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Reihenfolge einer gewissen Anzahl h der unabhängigen Varia- 
blen festsetzen. Gehen wir hierauf zu einer zweiten Gruppe 
über, so kann es sein, dass in dieser ein ausgezeichneter Diffe- 
rentialquotient durch die soeben getroffene Wahl der h ersten 
Variablen Xi,x^,'-',Xk bereits bestimmt ist. Wenn dies nicht 
der Fall ist, so behalten wir die Reihenfolge derselben bei, 
erweitem sie aber durch die Angabe, welche der unabhängigen 
Variablen wir als (Ä + l)-te, (h -\~ 2)-te u. s. w. ansehen 
wollen, bis auch in der zweiten Gruppe ein ausgezeichneter 
Differentialquotient bestimmt ist. In dieser Weise fahren wir, 
die einmal fixirte Reihenfolge der unabhängigen Variablen bei- 
behaltend und — wenn es nöthig ist — auf eine grössere 
Anzahl von Variablen ausdehnend, fort, bis wir m Differential- 
quotienten 

gefunden haben, welche „ausgezeichnete Differentialquotienten 
des Systems 2J in Beziehung auf den Punkt (a^J , • • • , x^y^ 
genannt werden mögen. 

Wir machen nun weiter die Annahme, dass die 
nach den m Differentialquotienten (4) genommene 
Functionaldeterminante der m Functionen /i, ••-,/)/* 

(5) A = ^,,_ ^t%^V^) ^.-^^ 

nicht identisch und nicht vermöge des Systems U 
verschwindet, wenn den Variablen a^i, •••, a?» die An- 
fangswerthe rcj,---,a:^ ertheiltwerden(VoraussetzungB). 
Ist diese Voraussetzung erfallt, so ist auch die Functional- 
determinante der Functionen 






n 

n 






^1 > ^ » • • • » ^n) 



dx^^ • • • dx^ 

welche die linken Seiten des Systems H^ bilden, genommen 
nach den A-ten Ableitungen der Differentialquotienten (4), 
also nach den Differentialquotienten {y'\-l)-\^r Ordnung: 

(6) [pi.ll + Ai , 5^2 + ^2, • • • , ^fin + ^n\ 

(^1 , A , • • , ^ „ = 0, 1, 2, . . . , ^ ; ^1 + ^ + . . -f ^« = -i) 

in dem Punkte (^ ; ^ , • • • , ^2) von Null verschieden. 
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Der Beweis dieser Behauptung ist dem im zweiten Ab- 
schnitte geführten vollkommen analog. Wir bilden die zu 
untersuchende Functionaldeterminante wieder in der Weise, 
dass in einer Zeile jeweils die Ableitungen einer und derselben 
Function /"j^i»^»» • -»^n) nach den sammtlichen Diflferentialquo- 
tienten (6), in einer Columne jeweils die Ableitungen sämmt- 
licher Functionen f(^ii^f*^n) nach einem unter den Diffe- 
rentialquotienten (6) auftreten. 

Um die Anordnung der Zeilen und Columnen zu fixiren, 
bringen wir die Combinationen {^i, ^2> * * '? ^«1? deren jede 

das Symbol einer A- fachen Differentiation — j. — r- ~ ist, 

in eine Reihenfolge, wie sie ihnen auch an der entsprechenden 
Stelle (S. 16) des zweiten Abschnittes angewiesen wurde, d. h. 
wir ordnen zunächst ihre Gesammtheit nach fallenden Werthen 
des Index A^, hierauf jede der A + 1 Gruppen, welche einem 
bestimmten Werthe von A^ entsprechen, nach fallenden Werthen 
von Aj, schliesslich jede Gruppe, innerhalb deren die Zahlen 
Aj, A3, • • ♦, A,—i dieselben bleiben, nach fallenden Werthen 
von A,-; dabei ist i die Anzahl derjenigen unabhängigen 
Variabein, deren Reihenfolge x^y-'-^Xi bei der Ermittlung 
der ausgezeichneten Differentialquotienten (4) fixirt werden 
musste. 

Ist i = n — 1, so giebt es nur eine einzige derartige An- 
ordnung; ist aber i<w — 1, so ist die Reihenfolge der Com- 
binationen { Aj, A2 , • • • , A« } innerhalb jeder durch feste Werthe 
von Aj, Ag, • • •, A» charakterisirten Gruppe willkürlich. Es ist 
alsdann gleichgültig, welche von den möglichen Anordnungen 
wir wählen. 

Die Zahlen A^ , • • • , A« mögen für den Augenblick mit 
einem oberen Index versehen werden, um die Stellung einer 
Combination { A^ , Ag , • • • , A« } in der soeben gewonnenen 
Reihenfolge 

■■■, [^',^1', ■■■,<'} 

(/j=i,ä,--,»i) 
anzudeuten. 
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Wir schreiben nun in die \pi{ß — l) + ^]-te Zeile unserer' 

Functionaldeterminante die Ableitungen der Function f)^^' ' ^^ 
nach den DifiFerentialquotienten (6), in die \m{ß — l)4-f*]-te 
Columne derselben die Ableitungen sämmtlicher Functionen 

f\ 1* » «y nach dem Differentialquotienten 

Dabei sind k, [i Zahlen aus der Reihe 1, • • •, m. 

Die zu untersuchende Functionaldeterminante möge nun 
in hx Matricen zerlegt werden, deren jede von m zu einer be- 
stimmten Combination { ^i , • • • ? A„ } gehörigen Columnen ge- 
bildet wird; die j3-te Matrix besteht aus den Columnen 

m(/S— 1) + 1, m(/J — l) + 2,..-, m(/J— l) + m = m/S 

und enthält demnach die Ableitungen der sämmtlichen Func- 
tionen f^^^'^^'"''^n) na(»}i (Jen Differentialquotienten 

wir betrachten zunächst von den in dieser Matrix enthaltenen 
Determinanten m-ter Ordnung diejenige, welche aus den Zeilen 

m(/J— 1) + 1, m(/J— l) + 2, •.., m(ß — l) + m = mß 
zusammengesetzt ist^ also die Determinante 



(8) 



df 



«>••'<) 



^[Vl+^f.-".^n+^f] 



^f. 



H'^fii^- -1^/*«] 



(x, fi= 1,2, •• •,/«) 



Dies ist aber, wie eine Vergleichung mit (5) zeigt, gerade die 
Functionaldeterminante A. 

In den Zeilen, welche auf die mj3-te folgen, stehen Ab- 
leitungen 



(9) 



9[V + ^'--'^/<»+^f] 



(x,/t = l,2,-- -,»*) ^ 



für welche y>ß ist; es steht demnach die Combination 
{Ai, AI,---, An} in der Reihe (7) hinter der Combination 

{ A'i , • • • , A» 1 , so dass entweder 
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oder ^{= ^l, , ^i'^^l- 

Wenn es nun einen Differentialquotienten v-ter Ordnung 

gibt, d. h. wenn keine der Zahlen 

negativ ist, so bezeichnen wir diesen Differentialquotienten für 
den Augenblick mit 

dann ist 

(9^) 






/ul 1 ^n 



und zwar muss entweder 

(Ä = l, 2, •.,»•) 
sein, oder _ 

In beiden Fällen kann der Differentialquotient [(<?/ii), 
•••,(^^n)] (nach der Definition der ausgezeichneten Differen- 
tialquotienten) nicht zu den auf S. 37 mit [(J^i, • • *, <?^tn] he- 
zeichneten Differentialquotienten gehören, sondern er kommt 
entweder in dem System U gar nicht vor oder ist einer der 
Differentialquotienten [t^ii, - • - , tf^n\. Folglich ist die Grösse 
(9) entweder für beliebige Werthe der unabhängigen Variablen 
oder doch für die Anfangswerthe xf^, - - -yX^^ gleich Null. 

Die j3-te Matrix enthält also in ihren m{hx — ß) letzten 
Zeilen nur solche Elemente, welche identisch verschwinden, 
wenn j>Cj = a;J , • • • , a;^ = aj® gesetzt wird. 

Aus dem Gesagten geht hervor, dass für diese Anfangs- 
werthe die gesammte Functionaldeterminante, deren Unter- 
suchung uns beschäftigt, gleich der ft^-ten Potenz der Fun- 
tionaldeterminante A, also sicher nicht gleich Null ist. 
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Damit ist die oben aufgestellte Behauptung bewiesen; aus 
dem Verhalten der Functionaldeterminante folgt aber, dass 
die Gleichungen des Systems 27^ nach den Differential- 
quotienten (6) auflösbar sind^ d. L: 

Wenn wir die Gesammiheit der unabhängigen und ab- 
hängigen Variablen und deren Differentialquotienten bis zur 
(y -f- A)-ten Ordnung, soweit sie in den Functionen f^^^-^^v) 
auftreten, als die Argumente dieser Functionen bezeichnen, so 
lassen sich die Grössen (6) — aufgefasst als Functionen der 
übrigen Argumente — in der Umgebung gewisser Anfangs- 
werthe in reguläre Potenzreihen entwickeln, durch welche die 
Gleichungen des Systems U^ identisch befriedigt werden. Was 
die Anfangswerthe betrifft, so sind diese für die unabhängigen 
Variablen vorgeschrieben; für die abhängigen Variablen und 
deren Differentialquotienten bis zur t/-ten Ordnung müssen sie 
den für die Wahl der constanten Werthe (1) massgebenden 
Bedingungen genügen, während die Anfangswerthe der Diffe- 
rentialquotienten höherer Ordnung beliebig gewählt werden 
dürfen, da in Beziehung auf letztere die Functionen /^J^i» -»^n) 
ganze Polynome endlichen Grades sind. In den Differential- 
quotienten höchster Ordnung sind die Functionen /"(^i»- »^n) 
sogar linear; daraus folgt, dass es nur eine einzige Potenz- 
reihenentwicklung der bezeichneten Art giebt, oder — wie wir 
auch sagen können — dass die Gleichungen des Systems U^ 
nur ein System von Lösungen besitzen. Dies gilt für alle 
Werthe A = l,2, ... 

Aus den über die Functionaldeterminante A gemachten 
Voraussetzungen geht hervor, dass die Gleichungen, welche 
aus den Differentialgleichungen des Systems U entstehen, wenn 
in diesen für die unabhängigen Variablen die Werthe irj,..-,^:^, 
für die übrigen Argumente die Constanten (1) eingesetzt wer- 
den, nach den m Grössen ^ö^i, ,^«„ aufgelöst werden können, 

wenn nur die übrigen Constanten (1) so 'gewählt werden, dass 
A nicht verschwindet, was stets möglich ist. Im Allgemeinen 
gibt es mehrere solcher Lösungssysteme; jedem derselben 
entspricht eine reguK^re Entwicklung der Differentialquotienten 
(4). Wir können nun eine dieser Entwicklungen in das 
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System 2' einführen und hieraus zunächst die Anfangs- 
werthe 

als Functionen der ganz beliebigen Anfangswerthe aller ande- 
ren DifiFerentialquotienten (v -■\- l)-ieY Ordnung sowie der 
oben für die niedrigeren Differentialquotienten gewählten An- 
fangswerthe bestimmen; und zwar ist die Auflösung eindeutig 
bestimmt, da die Gleichungen des Systems 2J' in den Diffe- 
rentialquotienten (v + l)-ter Ordnung linear sind. Zu diesem 
Lösungssystem gehört eine reguläre Entwicklung der Diffe- 
rentialquotienten, welche durch einmalige Differentiation aus 
den ausgezeichneten Differentialquotienten (4) erhalten werden. 

Deren Entwicklungen setzen wir sodann in das System 
2J" ein und wiederholen das Verfahren; so gelangen wir 
schliesslich zu dem allgemeinen Ergebniss, dass die Gesammt- 
heit der Gleichungen 2J, 2J', •••,27^ nach den Differential- 
quotienten (4) und deren Ableitungen auflösbar ist, d. h. dass 
diese als Functionen aller übrigen in den genannten Glei- 
chungen auftretenden Grössen in reguläre Potenzreihen ent- 
wickelt werden können, und zwar in der Umgebung von An- 
fangswerthen, welche — abgesehen von den für die Grössen (1) 
geltenden Bestimmungen — willkürlich angenommen werden 
dürfen. 

Insbesondere sind die Anfangswerthe der ausgezeichneten 
Differentialquotienten und ihrer Ableitungen selbst Functionen 
jener Anfangswerthe. 

Die Anzahl der Lösungssysteme ist gleich der Anzahl der 
Werthsysteme ^ä^j, . ,ä „, welche sich aus den Gleichungen 
des Systems U ergeben. Haben wir unter diesen Werth- 
systemen ein bestimmtes gewählt, so ist auch das soeben cha- 
rakterisirte Lösungssystem der Gleichungen 27, 2;', • • • , U^ 
eindeutig bestimmt. 

Nehmen wir nun an, dass das System 27 durch m Func- 
tionen 0^^ ^27 ' • '? ^rn integrirt wird, welche in der Umgebung 
der Werthe a?J,-- fX^ reguläre Entwicklungen besitzen, so 
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sind die Goefficienten dieser Entwicklungen gerade gleich den 
Anfangswerthen a^ i, • ,? n> ^^^ welchen wir oben sprachen: 

(11) ^ — ^ +^ ^Qf.i^'-.Q^n ^ y ' ' -y ^p y 

und wir wissen nun, dass von den 

1 • 2 ■ • • (v + X.) 

Goefficienten :nf^^i,..,^^„, für welche p^i-j [.q^^„=v+1 

ist, gerade 

T n(M + 1) • • • (w + Z — 1) 

m • 6;i = m • -^^ — ■ — ' J 

1 • Ä • • • A 

als Functionen der übrigen sich ausdrücken lassen, dass also 
die hypothetisch angenommenen Entwicklungen (11) stets her- 
gestellt werden können. 

Ganz in derselben Art, wie wir es im zweiten Abschnitt 
gethan haben, können wir die willkürlichen Stücke unserer 
Integrale in übersichtlicher Weise zusammenfassen; wir halten 
uns bei diesem Punkte nicht weiter auf, sondern sprechen 
sogleich den allgemeinen Satz aus, welcher alle gewonnenen 
Resultate zusammenfasst: 

Es sei das aus m partiellen DiflFerentialgleichungen v-ter 
Ordnung bestehende System (2?) vorgelegt, über dessen analy- 
tische BeschaflFenheit in der Umgebung des Punktes (icj,---,ic2) 
wir uns ausgesprochen haben. Unter der Voraussetzung (A), 
dass nicht sämmtliche v-te Differentialquotienten einer von 
den m abhängigen Variablen aus dem System herausfallen, 
wenn den unabhängigen Variablen die Werthe a;J , • • • , äjJ er- 
theilt werden, gibt es stets — und zwar im Allgemeinen 
mehrere — Aggregate von m ausgezeichneten Differential- 
quotienten für den Punkt (arj , • • • , x^. Wenn nun die Glei- 
chungen des Systems (2) in der Umgebung dieses Punktes 
eine Auflösung nach m ausgezeichneten Differentialquotienten 

(4) P//i,---,^/.n] 

gestatten (Voraussetzung B), so lassen sich stets m reguläre 
Reihenentwicklungen (11) construiren, welche den Gleichungen 
des Systems (27) formal genügen. Diese Entwicklungen ent- 
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halten noch willkürliche Elemente, werden aber vollständig 
bestimmt, wenn für ft = 1, 2, • • , w jeweils die ^^i Functionen 

dz. 



M^^^^o, VoC^^^^o' 




X-i — X-i 



als Potenzreihen in a;» — a5 , • • • , a; — a!** ; die d « Functionen 

z 21' 'n n f uz 



als Potenzreihen in x^ — a:J , iCj — ^ > * ' * > ^„ — ^5 allgemein 
die 6 fix Functionen 







,aa?i^*-.aic^^V'^^? 




*x=*x 



als Potenzreihen in x^ — icj, • • •, x^__^ — ^— i; ^x+i — ^+i? 
• • • , ä;^ — aj^ vorgeschrieben werden. 

Nur die constanten Glieder dieser Potenzreihen sind, da 
sie zu den Constanten (1) gehören, derselben Bedingung unter- 
worfen, welche bei der Wahl der letzteren massgebend war, 
d. h. es darf die Determinante A nicht verschwinden, wenn 
die in derselben auftretenden Variablen und Differential- 
quotienten ihren Änfangswerthen gleich gesetzt werden. 

Anmerkung. In diesem dritten Abschnitte haben wir 
zwischen regulären und singulären Punkten des Differential- 
systems keinen Unterschied gemacht; wir durften dies, da wir 
die analytische Beschaffenheit der Differentialgleichungen immer 
nur in der Umgebung der Anfangswerthe in's Auge fassten. 
Wenn wir zum Beispiel davon sprachen, dass die Ableitung 
einer Function fx, welche die linke Seite einer Differential- 
gleichung des Systems (2) bildet, nach einem gewissen Diffe- 
rentialquotienten verschwinde, so konnte damit ebensowohl 
gemeint sein, dass dieser Differentialquotient in der betreffen- 
den Differentialgleichung gar nicht vorkomme, als auch dass 
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er zwar in derselben auftrete, aber für die gewählten An- 
fangswerthe der unabhängigen Variablen aus ihr herausfalle. 

Es gibt Systeme von Differentialgleichungen, auf welche 
unsere Kriterien überhaupt nicht angewandt werden können, 
welches auch die Anfangswerthe der unabhängigen Variablen 
sein mögen, in deren Umgebung wir die Integrale untersuchen; 
es gibt andere Systeme, für welche die aufgestellten Be- 
dingungen zwar im Allgemeinen, nicht aber bei der zu Grunde 
gelegten speciellen Wahl jener Anfangswerthe erfüllt sind. — 

Die durchgeführten Untersuchungen sollen an zwei Bei- 
spielen erläutert werden. 

1. Es sei das System der beiden Differentialgleichungen 

/j2) ; '1 — ^1 dx, dx, ^^^ dx, ä^ — ^' 

[ 1^ — dx, ^2 ^^^ ^^^ -r ^2 ^^^ — ^ 

vorgelegt, für dessen Integrale reguläre Entwicklungen nach 
Potenzen von x^ — a;J, x^ — x^ aufgestellt werden sollen. 

Sind x^ und x^ zwei von Null verschiedene Werthe, so 
ist (icj, xf^) ein regulärer Punkt des Differentialsystems. Je 

nachdem die Variable x^ oder x^ bevorzugt wird, kann -J^ 

dz , , ^ 

oder ^ als ausgezeichneter Differentialquotient der abhängigen 

Variablen 0j^ angesehen werden; ist aber einmal diese Ent- 
scheidung getroffen, so ist durch sie auch der ausgezeichnete 

Differentialquotient der Variablen 0^ bestimmt: Zu ^ gehört 

V Xj^ 

?^ Z f^ Z /^ S! 

ö^ , zu ö^ gehört -^ • Die vorgelegten Differentialglei- 
chungen lassen sich nach jedem von diesen Paaren auflösen: 



(12") 



(12") 



dZi l-\-XiX^ dZi , 1 — rcj a;, dz^ 

dxi 2x^ dx^ "^ 2^^ Wx^ ' 

dz^ 1—x^x^ dz^ , 1 + 0?! a?g dz^ ^ 

dx^ 2iCi dx^ "■ 2«! dx^ ' 

dz^ l-\'X^x^ dZi 1 — x^x^ dz^ 

dx^ 2a;j dx^ 2äj dx^ 

dz^ 1 — x^x^ dZi i_ 1 + ^1 ^j dz^ 

dx^ 2a;j dx^ ' %x^ dx^ 
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Nach unsereD allgemeinen Sätzen dürfen daher zur Be- 
stimmung der Integrale 0^ und z^ sowohl die beiden Functionen 
von X2, in welche jene für x^ = oc^ übergehen, als auch die 
Functionen von x^ , in welche sie für x^ = x^ übergehen, als 
beliebige Potenzreihen in x^ — x^^ beziehungsweise x^ — ajj 
vorgeschrieben werden. 

Ist aber zum Beispiel x^ = und x^ von Null ver- 
schieden, so behält zwar die Auflösung (12*) ihre Berech- 
tigung und die Formulirung der Anfangsbedingungen kann 
auch in diesem Fall auf die erste der beiden Arten geleistet 
werden. Dagegen wird die rechte Seite der Gleichungen (12^) 
für X2 = unendlich; es dürfen nicht mehr (0^)g^^o und 
(;2f2)a:j=:,o als Fuuctionen von x^ willkürlich vorgeschrieben werden. 

Für a?i = 0, iCg = fällt zwar keiner der Differential- 
quotienten von je?! und 02 ^^^ ^®™ System •(12) überhaupt 
heraus, aber eine Auflosung nach einem der beiden Paare von 
ausgezeichneten Differentialquotienten ist nicht möglich, die 
Voraussetzung B also nicht erfüllt. Denmach reicht das von 
uns angegebene Kriterium nicht aus, um die Existenz regu- 
lärer Integrale in der Umgebung des Punktes (x-^^ = 0, X2 = 0) 
zu beweisen. Dass es trotzdem solche gibt, ist aus der für 
das gewählte Beispiel leicht zu ennittelnden Form der all- 
gemeinen Integrale 

zu ersehen, an welcher wir auch die oben aufgestellten Be- 
hauptungen leicht verificiren können. 

2. Das zu integrirende System werde gebildet von den 
beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 

\^i 1- ^1^2) L^i ^aj,* dx, dx^ ^1^2 ^sa^ aar, ^ ^2 aa;,«J 
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Bei der Wahl der Aüfangswerthe sind jedenfalls die Punkte 
der Curve XiX2'\-l = auszuschliessen, welche wir als singu- 
lare Punkte des vorgelegten Systems bezeichnen. 

Es seien zunächst x^, oc^ zwei von Null verschiedene 
Werthe, deren Product nicht gleich der negativen Einheit ist. 
Dann sind nach den allgemeinen Auseinandersetzungen 






(15*) ^A, .^^^-S^ und 

^ ^ dx^ dx^ ' dXi^ 

die zwei Paare ausgezeichneter Differentialquotienten; die zu 
diesen gehörigen Functionaldeterminanten 

(16 ») ^1 = — ^1 (1 + ^1 ^^y "^^ 

(16^) • \ = -x,{\+x^x^)^ 

sind beide für die betrachteten Anfangswerthe von Null ver- 
schieden. 

Unsere Kriterien sind also anwendbar und lassen erkennen, 
dass in der Umgebung dieser Anfangswerthe reguläre Potenz- 
reihen construirt werden können, durch welche die Differen- 
tialgleichungen (14) integrirt werden. Um diese Integrale zu 
bestimmen, können wir entweder 



(17*) 



\dxj^^^, 
{z^ o als Potenzreihe des Argumentes x^ 



als Potenzreihen des Argumentes x^ — cö 



2^ 



^17 



oder auch 



(17 ») 



(^i)ar=ajo ^^^ Poteuzreihe des Argumentes äj 
als Potenzreihen des Argumentes x^ 



— X 




2? 



(^2X.= *," 






s/a^=«jC 



af[ 



willkürlich vorschreiben, je nachdem wir das System (14) nach 
den Differentialquotienten (15*) oder (15^) auflösen. 
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Wird aber etwa ajj 4= ^; a^ = angenommen, so be- 
halten zwar die Differentialquotienten (15*) die Eigenschaft 
ausgezeichneter Differentialquotienten ^ aber die Differential- 
quotienten (15^) hören auf, solche zu sein; an die Stelle der 
letzteren treten 

(18) J^ und '-'' 



dx^ dx^ dxi dx^ 

Die nach diesen genommene Functionaldeterminante der Glei- 
chungen (14) ist 

(19) i^^^-{l + x,x;){l+x\x% 

also für x^ = jedenfalls von Null verschieden. Wir können 
folglich die Gleichungen (14) auch nach den Differential- 
quotienten (18) auflösen und demnach die Integrale sowohl 
durch die Anfangsbestimmungen (17*) als auch dadurch fixiren, 
dass wir 

{(^i) = X •> ^^^ (^a)a?, = ar o ^^ Potcnzreiheu des Argumentes x^ , 
(^i) =: ^"^^ (^2)»!.= ^^^ Potenzreihen des Argumentes ^^ — ^^ 

willkürlich vorschreiben. 

Sind schliesslich die Anfangswerthe beider unabhängiger 
Variablen gleich Null, so bleibt die letzte Form (20) der An- 
fangsbestimmungen (in welcher jetzt oijJ = zu setzen ist) die 
einzig mögliche, da in diesem Falle die Differentialquotienten 
(18) das einzige Paar ausgezeichneter Differentialquotienten 
darstellen. 

Man kann die verschiedenen Möglichkeiten der Anfangs- 
bestimmungen leicht an der Form der allgemeinen Integrale 
nachweisen, welche für das gewählte Beispiel ermittelt werden 
kann; es ist nämlich 



(21) 



■ 
.^2 = 9(^1^) — *(^2«'0 + 0^2(^1)? 

wenn 9, ^, ©i, Og willkürliche Functionen bedeuten. 
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IV. Ueber die im Yorhergehenden Abschnitt gemachten 

Voranssetzangen. 

In dem vorhergehenden Abschnitt haben wir angenommen^ 
dass Differentialquotienten i;-ter Ordnung von sammtlichen 
abhängigen Variablen in dem System 27 thatsachUch auftreten. 
Diese Voraussetzung A lassen wir jetzt fallen^ indem wir den 
folgenden allgemeinen Satz aussprechen: 

Die Zahlen v^, v^^ " -^ Vm mögen beziehungsweise die 
Ordnungen der höchsten in den Gleichungen des Systems 27 
vorkommenden Differentialquotienten der Variablen 01^- - ' ^iSm 
bezeichnen, unter den Differentialquotienten der höchsten 
Ordnmig jeder abhängigen Variablen bestimmen wir den ans- 
gezeichneten^ wobei wir eine gewisse Reihenfolge der unab- 
hängigen Variablen zu Grunde legen. So erhalten wir tn 
Differentialquotienten von den Ordnungen v^, v^, •••, v«. 
Wenn nun das System 27 nach diesen ausgezeichneten Diffe- 
rentialquotienten auflösbar ist (in dem Sinne^ in welchem wir 
den Begriff in den vorhergehenden Abschnitten gebraucht 
haben), so lässt sich das System 27^ der Gleichungen, welche 
durch A -fache Differentiation aus den Gleichungen des Systems 
27 hervorgehen, nach den A-ten Ableitungen jener ausgezeich- 
neten Differentialquotienten auflösen. 

Zum Beweise dieses Satzes können die Ausführungen des 
dritten Abschnittes buchstäblich wiederholt werden, da wir bei 
diesen thatsächlich nirgends von dem umstände Gebrauch ge- 
macht haben, dass die Differentialquotienten (4) alle von der- 
selben Ordnung sein sollten. Mit dem ausgesprochenen Satze 
ist- aber auch die Möglichkeit der Goefficientenbestimmung 
unmittelbar gegeben. Die Elemente, welche in den so zu 
construirenden Reihen unbestimmt bleiben, und über die wir 
zur Bestimmung der Integrale verfügen können, lassen sich 
genau in derselben Weise zu willkürlichen Functionen von je 
n — 1 Variablen zusammenfassen, wie dies an jener Stelle 
unserer Untersuchung geschehen ist; sogar die Bezeichnungs- 
weise kann beibehalten werden. Nur wird die Anzahl der 
willkürlichen Functionen nicht mehr gleich m • v sein, wie in 
jenem Fall, sondern gleich der Summe der Zahlen, welche für 
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jede abhängige Variable die höchste Ordnung der DifiFerential- 
quotienten bezeichnen, also gleich Vi + Vg + * * • + ^m» 

Auch diese Verallgemeinerung unseres Satzes möge durch 
ein Beispiel illustrirt werden; für das Differentialsystem 

+ ^l||-(l-^l-^2)|j-^2=0 

ist. m = 2] Vi = 2, Va = 1. 

Wir untersuchen das System zunächst in einem Punkt 
allgemeiner Lage, d. h. in der Umgebung von Anfangswerthen 
a^, a^y welche beide von Null verschieden sind und deren 
Summe nicht gleich 1 ist. Je nachdem für die unabhängigen 
Variablen die Reihenfolge x^ , rCg oder x^ , x^ gewählt wird, 
finden wir 

w-\ und ^ oder ö-^ und k-^ 

als ausgezeichnete Differentialquotienten. Nach keinem dieser 
beiden Paare sind aber die gegebenen Gleichungen auflösbar, 
da die Differentialquotienten, aus welchen eines von ihnen be- 
steht, nur in je einer Gleichung vorkommen. Hier muss also 
unser Kriterium nothwendig versagen. 

Wird aber für eine der unabhängigen Variablen der An- 
fangswerth Null gewählt, so ergeben sich andere ausgezeichnete 
Differentialquotienten; für a?^ = 0, oi[^^ treten an die Stelle 
des ersten der vorhin gefundenen Paare die Differential- 
quotienten 

^'^^ und ^'^ 



dxi dx^ dx^ ' 

nach welchen die Differentialgleichungen stets aufgelöst werden 
können, wenn xf^ von 1 verschieden ist. Die Bedingungen 
unseres Satzes sind erfüllt, die Reihenentwicklungen construir- 
bar; zur vollständigen Bestimmung derselben können 

4* 
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(jgrj ^^, und (^)- ^.. als Potenzreilieii in x,, 

(jgrj ^^ als Potenzreihe in Xj — a^ 

willkürlich Torgesclirieben werden (natürlich mit der £in- 
Bchrankong, dass die in zweien dieser Reihen auftretende Con- 
stante {z^ ^ • beide Male denselben Werth erhalt). 

Hier wie bei den früheren Beispielen werden die erhal- 
tenen Besnltate durch die Fonn der allgemeinen Int^prale be- 
stätigt; diese sind nämlich 

z^ = ar,9 (^i) + ^i*'(p^ + ® (^1 + ^)7 

wenn mit 9, ^, oi willkürliche Functionen und mit fp'j i/j d 
deren Ableitungen bezeichnet werden. Man erkennt in der 
That, dass diese Functionen durch die Anfangsbedingungen, 
wie sie oben formulirt wurden, vollständig bestimmt werden 
können. Wollte man aber etwa 

als Functionen von x^ vorschreiben (wozu der Umstand, dass 
5— S ^^^ ö~^ ausgezeichnete Differentialquotienten sind, ver- 

IdU könn^), BO wären solche Bestinunungen nicht realisir- 
bar; denn es würden sich hieraus drei Gleichungen zur Be- 
stimmung der beiden Functionen ^ und (o ergeben, während 
die Function q> unbestimmt bliebe. 

Allerdings lässt die Gestalt der allgemeinen Integrale auch 
solche Möglichkeiten, die Anfangsbedingungen zu formuliren, 
erkennen, welche durch unsere allgemeinen Sätze nicht auf- 
gezeigt werden; dies entspricht dem Umstände^ dass die letz- 
teren nur Kriterien, also hinreichende, nicht nothwendige Be- 
dingungen aufstellen. 

Was die zweite (im dritten Abschnitt als Voraussetzung B 
bezeichnete) Voraussetzung betrifft, so können wir diese nicht 
wie die Voraussetzung A entbehrlich machen; sie lässt sich 
vielleicht durch eine allgemeinere, den Gültigkeitsbereich unserer 
Kriterien erweiternde Annahme ersetzen, sicherlich aber nicht 
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durch eine solche, die für jedes System von m Differential- 
gleichungen in m abhängigen Variablen erfüllt wäre. Frau 
V. Kowalevsky scheint dies, als sie ihre mehrfach erwähnte 
Arbeit verfasste, noch für möglich gehalten zu haben*, doch 
hat man sich längst vom öegentheil überzeugt. Das einfachste 
Beispiel genügt, um dies darzuthun. Für das System 1. Ordnung 

^(ä^' di' ^^' ^2' ^1^ ^V = 0, 

sind 

die beiden Paare ausgezeichneter Differentialquotienten; nach 
keinem dieser Paare lässt sich das System auflösen. In der 
That ist auch eine Integration nicht unter allen Umständen 
möglich; werden zum Beispiel 9 und W so gewählt, dass 

die vorgelegten Differentialgleichungen sind (in welchen c^ 
und Cg Conötanten bezeichnen), so ist unmittelbar zu ersehen, 
dass diese nur dann Integrale besitzen, wenn die Beziehung 

dq> d^ 

dx^ dx^ 
identisch erfüllt ist. 



Zum Schlüsse sei noch einmal darauf hingewiesen, dass 
unsere Untersuchungen nothwendig eine Ergänzung fordern; 
denn wir haben Reihenentwicklungen aufgestellt, welche ge- 
wissen Differentialsystemen formal genügen, ohne jedoch die 
Convergenz jener zu beweisen. 

Im Hinblick auf diese Lücke muss jedoch folgende Be- 
merkung gemacht werden: Alle Untersuchungen, deren Gegen- 
stand ist, die Integrabilitätsbedingungen für Differentialsysteme 
aufzustellen (wie die in der Einleitung erwähnte Abhandlung 
des Herrn ßiquier), laufen darauf hinaus, zu ermitteln, ob die 
durch Differentiation aus den vorgelegten Differentialgleichungen 
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abgeleiteten Beziehungen mit einander verträglich sind oder 
zu Widersprüchen führeii. Wenn nun für ein Differential- 
system die von uns aufgestellten Kriterien erfüllt sind^ so zer- 
fallen die in Bede stehenden Beziehungen in einzelne Gruppen^ 
innerhalb deren stets eine Auflösung nach ebenso vielen 
Grössen möglich ist als Beziehungen vorhanden sind; es ist 
also undenkbar^ dass wir auf Relationen gerathen, welche sich 
widersprechen. Demnach ist daran nicht zu zweifeln ^ dass 
solche Systeme convergente Integrale besitzen; wohl aber 
muss bewiesen werden, ob die Anfangsbedingungen in der von 
uns angegebenen Weise gestellt werden dürfen, ob also die 
Potenzreihen, welche (wenn nur die Coefficientenbestimmung 
in Frage kommt) willkürlich vorgeschrieben werden können, 
nur der einen Bedingung unterliegen, selbst convergiren zu 
müssen. 

Um vollkommen deutlich zu reden, erinnern wir an die 
von Frau von Kowalevsky betrachtete Differentialgleichung 

d^v _ dv 
dx* dy * 

Dieselbe hat die „normale Form"; also existirt in der Um- 
gebung beliebiger Anfangswerthe eine convergente reguläre 
Reihenentwicklung für v, welche der Differentialgleichung ge- 

nügt und ausserdem die Eigenschaft hat, dass v und -J^ für 

den Anfangswerth der Variablen x in zwei beliebig vorge- 
schriebene Potenzreihen von y übergehen. Nun ist unsere 
Differentialgleichung zufällig so beschaffen, dass die aus ihr 
durch Differentiation abgeleiteten Relationen, (welche nach 
unserer Bezeichnungsweise die Systeme 2J', • • • , 2J^ bilden), 
ebensowohl nach den Ableitungen des Differentialquotienten 

■K- als nach denen des Differentialquotienten ^— j aufgelöst 

werden können. Demgemäss kann eine nach positiven ganzen 
steigenden Potenzen von x — cfi und y — y^ fortschreitende 
Reihe, welche der vorgelegten Differentialgleichung formal 
genügt, auch dadurch vollständig bestimmt werden, dass wir 
eine einzige Function (q{x) vorschreiben, in welche die Func- 
tion V für den Anfangswerth der Variablen y übergehen 
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soll. Auch ist klar, dass bei gewisser Wahl der Function 
(o(x) die durch sie bestimmte Reihenentwicklung convergirt; 
denn wir brauchen ja nur in einem durch die gewöhnliche 
Form der Anfangsbedingungen fixirten regulären Integrale 
y = y> zu setzen, um eine solche Function (o{x) zu erhalten. 
Eine andere Frage ist die, ob jede auf die zweite Art con- 
struirte Reihenentwicklung convergirt, wie auch die Function 
a}{x) gewählt werden möge, sofern nur die letztere als eine 
convergente Potenzreihe in a; — ocP sich darstellt; diese Frage 
ist, wie Frau von Kowalevsky gezeigt hat, zu verneinen: Die 
Function ©(a?), welche — wenn nur die Coefficientenbestim- 
mung der aufgestellten Reihe für v ins Auge gefasst wird — 
als beliebige convergente Potenzreihe gegeben werden darf, 
muss noch weitere Bedingungen erfüllen, um die Convergenz 
jener Entwicklung von v zu verbürgen. 

Wir haben dieses Beispiel angefilhrt, um das Problem zu 
bezeichnen, durch dessen Lösung die Untersuchungen dieser 
Arbeit zum Abschluss gebracht würden. Es steht aber zu 
erwarten, dass sich bei unserer Methode der Coefficienten- 
bestimmung derartige einschränkende Bedingungen nicht als 
noth wendig herausstellen werden, sondern dass es genügen 
wird, die willkürlichen Functionen, welche in unseren An- 
fangsbedingungen auftreten, als convergente Potenzreihen von 
n — 1 Variablen beliebig vorzuschreiben. 



